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VON 
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in  STRASSBURG. 
Bekanntlich  hat  Herr  WEIERSTRASS in  folgender  Weise  ein  System 
zusammengehSriger hypcrelliptischer Fundamentalintegrale erster und zwei- 
ter  Gattung  definiert.  1 
Es  sei 
die  dem  hyperelliptischen Gebilde  zu  Grunde  liegende Irrationa]itat, (z, s) 
und  (~', a)  zwei  Punkte  der  zugehc)rigen  zweibl~ttrigen  Fli~che, und 
selen  zwei  Reihen  ganzer  Funktionen  von  z  --  die Funktionen der ersten 
Reihe  hSchstens  vom  Grade  p--I,  die  der  zweiten  yore  Grade  2p--, 
die  die  Gleiehung 
P  P 
~=1  v=l 
I  Vgl.  WILT~EISS~ ~J-bcr die partiellen  Differentialgleiehungen  %wischen den Ableitungen 
der  hyperelliptischen  Thetafunktionen.  Crelles  Journal  Bd.  90.  Ferner BOLZA, On the 
Logarithmic  Derivatives  of  ItyperelliTtic  a-FunctiOns.  A m e r i c a n  J o u r nal  o f  M a t h e- 
matios  Bd.  17.  Letztere  Abhaudluug  erschieu  naeh  Vollendung  vorlicgender  Arbeiu 
Avta mathar*ativa.  20.  Imprim6 le 12 a~fit  1895.  1 2  Paul  Epstein. 
identiseh  erfallen.  Dann  bilden 
f 
g"(s  z) dz 
das  System  der  Fundamentalintegrale  erster  Gattung, 
(v=l,2,...,p) 
f 
g'+~s (~) dz  (v=l,2,...,p) 
das  der  Fundamentalintegrale  zweiter  Gattung. 
Bei  dieser  Definition  bleiben  yon  den  ~o(3  p  +  i)  Coeffizienten  der 
Funktionen  g~(z), gv+~(z)noch  eine grosse  Menge  frei  verft'~gbar.  Im 
besonderen  kann  man die Integranden  erster Gattung willkiirlich  annehmen 
und  auch  dann  bleibt  noch  ein  Tell  der  Coeffizienten  der  Funktionen 
.%+~(z)  unbestimmt,  lJber  diese  fibrig  bleibenden  Coeffizienten  hat  nun 
Herr  KLEIN Yon  invariantentheoretischen  Gesichtspunkten  geleitet dadurch 
verft'lgt,  dass  er  in  der  mit  (I)  gleichwertigen  Relation 
(2)  dr  --  r  ~  ~  " =  2(~  --  r 
worin  F(z, ~  eine  in  z  und  ~" symmetrische  ganze  Funktion  vom  Grade 
P-4-  I  bedeutet,  die  die  Bedingungen  erft~llt 
~(~,  ~)  =  f(~),  CF(z, q) 
fib-  F(z, ~)  die  (p-4-  I)  te  Polare  yon  f(z)  in  Bezug  auf  ~" ansetzte  und 
dieser  Festsetzung  ist  dann  Herr  WiLTItEISS in seinen  sp~teren  Arbeiten 
gefolgt. 
Nun  finden  wir aber in der ersten Abhandhmg yon Herrn WIT.TrlEISS  1 
eine  Form  der  Funktionen  g.(z), gp+~(z) erw'ahnt,  die  er  sehr bemerkens- 
wert  nennt,  die  abet  anscheinend  noch  nicht  einer  eingehenderen  Unter- 
suchung  unterworfen  worden  sin&  Diese  Funktionen  entspringen  aus der 
8 
Entwicklung  yon  als  Funktion  yon  z  im  Unendlichen  und  sie  sind 
es,  die  den  Ausgangspunkt  der  vorliegenden  Arbeit  gebildet  haben.  Die 
WILTtIEISS,  a.  a.  0.,  S.  245. Zur  Lehre  you  den  hyperelliptisehen  Iutegralen. 
mit  ihrer  Hiilfe gebildeten Integrale  --  wir  nennen sie  der Kfirze halber 
Hauptintegrale  ~  zeichnen  sieh  erstens  durch  ein  ausserordentlich  ein- 
laches  Verhalten  im  Unendlichen  aus,  das  es  m0glich macht, jedes  zum 
hyperelliptischen Gebilde gehsrige  Integral,  dessen Unstetigkeiten bekannt 
sind,  sofort  durch  die  Hauptintegrale  auszudrt'mken,  vor  allem  aber  er- 
scheinen  sie  ganz  besonders  geeignet,  um  bei  Untersuchung  der  Abh(ingig- 
keit  hyperelliptischer  Integrale  yon  den  Verzwe(qungspunkten  als  Grundlage 
zu  dienen. 
hn  ersten  Tell  der  Arbeit  werden zuni~chst einige Eigenschaften der 
ganzen  Funktionen  9,  mittels  deren  die  Hauptintegrale  gebildet  werden, 
abgeleitet.  Aus  diesen  ergibt  sich  dann  in  w 3,  dass  die  Derivierten 
samtlicher  Hauptintegrale  nach  den  Verzweigungspunkten  sich  in  ein- 
fachster  Weise  durch  die  Derivierten ~-2-~ eines  einzigen Hauptintegrals  to 
ausdrocken,  woraus  dann  welter  partielle  Differentialglcichungen ftir  die 
Periodiciti~tsinoduln  der  Hauptintegrale  fliessen.  In  w 4  werden  die Inte- 
grale  vo~  durch  dig  Hauptintegrale dargestellt, das Integral dritter Gattung 
~ei 
eingeffihrt,  das  nur  in  den  unendlich fernen  Gebieten  und  einem Punkt 
im  Endlichen  unstetig  wird  und  aus  diesem  das  algebraisch  normierte 
Integral  dritter  Gattung  mit  Vertauschbarkeit  yon  Argument  und  Para- 
meter  gewonnen.  In  w  5  werden  die  Weierstrass'schen Relationen  fiir 
die  Periodicit'~tsmoduln  der  Hauptintegrale  abgeleitet  und  gezeigt,  dass 
die  in  ihnen auftretenden bilinearen Verbindungen als Periodiciti~tsmoduln 
yon  21o  Integralen  Az  und  B~  aufgefasst  werden  ksnnen,  die  ein  zweites 
System  von  Fundamentalintegralen  bilden.  Diese  Integrals  sind  selbst 
wieder  Periodicit~tsmoduln des  Integrals  dritter  Gattung.  Mit Hiilfe der 
Weierstrass'sehen Relationen wird  dann  der  Wert  der  Determinante  2p  tea 
Grades  ermittelt,  die  die  Verallgemeinerung der  Legendre'schen  Relation 
far  p  ~  i  darstellt.  Am  Schluss  dieses  Paragraphen  werden  wir  dazu 
geftihrt,  die  Bedingungen  zu  untersuchen,  unter  welehen bei  einer  ge- 
gebenen l~eihe  yon  gunzen  Funktionen  r  r  r  ...  der  Aus- 
i  ~ (~)  for jedes  k  denselben Wert  hat.  Es  besteht ni~m-  druck  r  ve~ 
lich der  merliwi~rdige Umstand,  dass  die  Integranden  s~mtlicher in dieser 
Arbeit  auffretenden  Integra]e  erster  und  zweiter  Gattung,  diejenigen der 4  Paul  Epstein. 
Hauptintegrale,  der  Integrale  A  tund  ~  und  der  Normalintegrale  erster 
und  zweiter  Gattung  diese Eigenschaft  besitzen. 
Im  zweiten  Tell  wird  zu  den  bekannten  Riemann'schen  Normalinte- 
gralen  erster  Gattung  als  notwendige  Erghnzung  ein System von Normal- 
integralen  zweiter  Gattung  hinzugefiigt  und  eine  Reihe  yon  2p+ 2  Inte- 
gralen  T~  aufgestellt,  die  zu  den  Derivierten  dieser  Normalintegrale  in 
ebenderselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Integrale  am 
--  zu  den Derivierten 
0ef 
der  Hauptintegrale.  Es  gelingt dabei zu der eleganten  yon Herrn TIto~tAE 
gefundenen  Relation  zwischen  den  Derivierten  der  Periodiciti~tsmoduln 
az~  der  Normalintegrale  I.  Gattung  und  deren  Integranden  eine  Reihe 
gleiehartiger  Relationen  hinzuzufiigen  und  als  gemeinsame  Quelle  der- 
selben  ein  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
nachzuweisen,  zu  deren  L(~sungen  die  Integrale  T  i  geh0ren.  Ein  sehr 
allgemeiner  Satz,  der  filr je  zwei  Lssungssysteme" dieser  partiellen  Dif[h- 
rentialgleichungen  besteht,  ffihrt  dazu,  eine  enge  Beziehung  zwischen den 
Integralen  ~  und  den  Derivierten  des  transcendent  normierten  Integrals 
dritter  Gattung  aufzufinden  und  eine  Spezialisierung  dieser  Beziehung 
liefert  eine  Funktion  t~2  von  z,  die  genau  der  Funktion  Q~]  entspricht, 
mit  deren Hiilfe Herr KL~I~ seine Primform bildet.  Eine kurze ErOrterung 
des  Zusammenhangs  dieser  Funktion  t2  mit  der  hyperelliptischen  Theta- 
funktion  bildet  den  Schluss  der  Arbeit. 
Schliesslich  soll  nicht unerwahnt bleiben,  dass Verfasser  die Anregung 
zu  dieser  Arbeit,  namlich  die  Kenntnis  der  Funktionen  9~  und  der  mit 
ihrer  Hi~lfe zu bildenden Integrale einer Vorlesung von Herrn Cmr 
(iber  elliptische  Integrale  (Winter  I89o/9 I)  verdankt,  doch  hat  Herr 
CHI~ISTOFrEL sich  darauf  beschr','mkt, das  Verhalten  der  Integrale  im  Un- 
endliehen  anzugeben,  und  hat  ohne  Beweis die  wichtige  Gleiehung  (7) 
in  w 2  mitgeteilt. Zur  Lehre  von  den  hyperelliptischen  Integralen. 
ERSTER  TEIL. 
Die  Hauptintegrale  und  ihre  Derivierten  nach  den 
Verzweigungspunkten. 
w 1.  Deflnitio~ des hyperelliptischen  Gebildes. 
Der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  legen  wir  die  Irra- 
tionaliti~t 
s =  ~/f(~) 
zu  Grunde,  wo  f(z)  die  ganze  Funktion  219 q-  2  re"  Grades  von  z: 
f(z)  =  z--e  o. z--e,,  z--e2..,  z--  %+1 
bedeutet. 
Jede  zum  Rationalit~tsbereich  (z, s)  gehsrige  Funktion  heisst  eine 
))Funktion  der  Klasse)),  das  Integral  einer  solchen  Funktion  ein ))Integral 
der  Klasse)). 
Alle  Funktionen  der  Klasse  sind  einer  zweibli~ttrigen Riemann'schen 
Flgtche  T  mit  den  Verzweigungspunkten  e  o , e  1 , ...  , e2p+i eindeutig  zu- 
geordnet.  Die  Durchsetzungslinien  mSgen  zwischen  e  0  und  ei,  e  2  und 
e3,...  ,  %,  und  e~p+l verlaufen,  und  die  Fl~che  mSge  einfach  zusammen- 
hi~ngend  gemacht  werden  durch  ein  Querschnittsystem,  dessen Anlage aus 
der  Figur  leicht  ersichtlich  ist. 
U 
Das  System  yon  Herrn  PRYM ~ geht  aus  diesem  hervor,  indem  man 
i  PaYM~ Zur  Theorie  der  Funktionen  in  einer  $weibl~ttrigen  Fl~iche.  I866. 6  Paul  Epstein. 
die  Querschnitte  (a)  und  (b)  vertauscht. ~  Die  so  mit  Querschnitten  ver- 
sehene  Fl~che  nennen  wir  die  Flache  T'.  Die  Querschnitte  a~, %, ..., ap 
sollen  Querschnitte  erster  Art,  die  b~, b.~,...,  b~  Querschnitte  zweiter  Art 
heissen.  Der  Verzweigungspunkt e  0 f~illt ausserhalb  des Querschnittsystems 
und  heisst  ))freier  Verzweigungspunkt)). 
Beziiglich  der  Bezeichnungen  sei  folgendes  bemerkt:  Den  variablen 
:Punkt  (z, s)  der Fli~che  T  bezeichnen  wir  durchweg  mit  x;  dazu kommt 
vielfach  ein  zweiter  Punkt  ~=  und  in  diesem  soll  z  ~  ~',  s  ---- "47 a  sein. 
Die  unendlich  fernen  Gebiete  unterscheiden  wir  durch  die  Bezeichnung 
c-xv~  und  cx9 2. 
In  der  Bezeichnung  der  Indices  sind  in  der  ganzen  Arbeit  die  fol- 
genden  Festsetzungen  consequent  durchgeffthrt  worden: 
i)  Die  Indices  i, k  kOnnen  alle ganzzahligen Werte yon o  bis  2p +  I 
annehmen. ~ 
2)  Die  Indices  n, 1  konnen  alle  ganzzahligen  Werte  yon--p  bis 
+  p  annehmen. 
3)  Die  Indices  ,~, #,  v  konnen  alle  ganzzahligen  Werte  yon  I  bis io 
annehmen. 
w 2.  Die  .Funktionen  ~v. 
Die  Funktion  s  verhMt  sich  ausserhalb  dcr  Verzweigungspunkte 
tiberall  wie  einc  eindeutigc  Funktion  yon  z,  kann  also in der Umgebung 
eines  jeden  Punktes  $  der  Fl~ehe  T,  der  nicht  Verzweigungspunkt  ist, 
retch  ganzen  Potenzen  yon  z--~"  entwickelt  werden.  In  den  unendlich 
I 
fernen  Gebieten  schreitet  die  Entwicklung  nach  Potenzen  yon-  fort.  z 
Setzt  man  dem  entsprechend 
(I)  in  ool 
OO~  i  (t~  a 3  )  s=  +zP+*  I+~-'+5+~-+...  ,  Z 
t  Natttrlieh  sind die  Verzweigungspunkte in  der  Figur  nur  der Ubersiehtliehkeit 
wegen in grader  Linie  angcnommen.  Die  Sehnitte  ci~... ~ cp-t~  die  nftig sind~ um  die 
Fliiehe vollends einfaeh zusammenhitngend zu  maehen~ sind weggelassen~ da sic bekanntlieh 
ftir  die  Theorie  der  Intcgrale  irrelevant  sind. 
2 Wo  i  nieht  Index  ist,  bedeutet  es  stets ~/--I. Zur  Lehre yon den  hyperelliptischen Integralen. 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  a~, a~, a~,..,  ganze homogene  Funktionen 
der  Verzweigungspunkte  sind. 
Mit  Halfe  dieser  Coeffizienten  a  bilden  wir  die  Funktionen: 
(2)  r  =  z'  -}- a:z'-'  .-}- a,z ~-~  +  ...  +  a,.  (~=0,,,:,...) 
Diese  Funktionen  ~  bilden  die  Grundlage  der  weiteren  Untersuchungen 
und  wir  leiten  zuni~chst  eine  Anzahl  S~tze  fi~r  sie  ab,  yon  denen  wir  in 
der  Folge  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Es  ist 
---  :+-+~v+... , 
also  mit  Benutzung  der  Entwicklung  (I) 
8  ￿84 
(3)  ,_:  ---  .  Z  Z  ~l  .... 
Dutch  Differentiation  yon  (i)nach  dem  Verzweigungspunkt  ei findet man 
pl-~a,  I ~o.~  I  Oa a  ]  ~'~--  +z  ~:~.+  +  + 
~,,~---  L~  ;~  J~-  "" 
und  da  andrerseits  auch 
vs  s  _l  [  ~,(e~)_t  ~,(e~  )  1 
Oe  i  2(z  --  e~)  "4" 2  zp  I  -Jl-  z  ....  _  ~+... 
ist,  so  folgt 
~ak  I  ~t_:  (e~)" 
(4)  ~,  - 
Dies  benutzen  wit  bei  der  Differentiation  von  ~k(z)  naeh  e, und erhalten 
(5)  or  __: [z,_, +  F,(e,)z,_ ~ _}_  F~(e,)zt_ 3 +.  -}- ~k_:(e,)]. 
~et  2  " " 
Nun  liefert  eine  einfache  Division 
~k(z}  Ck(e,)  z,_ 1 _{_  ~:(e,)z,_ ~ _[_ F~(e,)z~_ ~ _[_ ...  +  ~k_:(e,), 
Z~  ei 8  Paul  Epstein. 
also  haben  wir  die  Formel 
(6)  ae~  2 (z --  eO 
Aus  dieser  Gleichung  folgt 
I ag~(z)  +  I  ~,k(e~) 
i  ~(,) 
und  da  weiter  2s(z~e,)=  ae-~ ~'  also  die  linke  Seite  gleich  der  Deri- 
vierten  yon  ~(z)  nach  e~  ist: 
$ 
(7)  ~e~  ~  -----2s(z--e,)" 
Diese  Gleichung,  die  Herr CrmlSTOFrEL in seinen  Vorlesungen ohne Beweis 
mitgeteilt  hat,  findet  sich  auch  in  der  ersten  Abhandlung  von  Hcrrn 
W~LTHEISS,  t  doch  erwahnt  Herr  W.  nicht,  dass  die  in  seinen  Forrneln 
auf der  rechten'Seite  auftretenden  Constanten  c_~.+~ resp. c.~_~ gleich den 
Werten  der  ganzen  Funkiionen  H(x).  resp.  e(x).  in dem Vcrzweigungs- 
punkt  a~  sind,  nach  dem  differentiiert  wird,  was  ftir  uns  grade  yon  we- 
sentlicher  Bedeutung  sein  wird. 
Wit  haben  mit  der  Gleichung  (7)  den  wichtigen  Satz  gefunden: 
Der  21usdruck  I  a  (r  hat  fiir  alle  Funklionen  ~,(z)  den ,dm-  ~k (ei) ae~ 
lichen  Wert,  und  zwar  Oe--~  =  2s(z-  e~)" 
Weitere  Eigenschaften  der  Funktionen  ~ ergeben sich,  wenn wir nach 
(I)  bilden: 
d~ =  +-  (P +  I)z" +  palz ~-' +  (p--- ~)a,z  ~-~ +  ... +  a.  ap+~  2ap+ a  1  z 2  z a  .... 
Andererseits  ist 
2p+l 
(t.~  I  ~  S 
i=0 
t  WmTHEISS~ Crelles  Journal,  Bd.  99,  S.  246. und 
Zur  Lehre  v'On den  hyperelliptischen  Integralen. 
s  --  +z  p  i+~'(~')+-7~-T...  ; 
Z  --  e  l  --  Z 
also  bestehen  die  Gleichungen 
2F+1 
(s)  Z  =  +  --  k)a . 
l=0 
D~  1"11111 
9 
(*=0,1,2, ...) 
ak  +  a]ak_a  +  a~a,_~  +  ...  +  a,_la I  -t-  2ka,  =  o.  (~=1,~,...) 
Aus  diesen  Gleichungen  kann  man successive die a~, a2,..,  berechnen und 
allgemein  erhalt  man: 
(~  I)k 
ak  ~~ 
tr  1  2  0 
a~  o'~  4 
a~  o"  2  a 1 
ak-1  gk-~  o,-s 
a,  Ok__  1  O'k__  2 
Aa~ math~mug/~;.  20.  lmprim6  ]e 13 aoiit 1895. 
0  ￿9  .  ~  0 
0  ...  0 
6  ...  0 
a,_4  ...  2k--2 
~  ￿9 ￿9  "  •x 
Diese  Gleichungen  sind,  wie  aus  (4)  zu ersehen ist, nichts anderes,  als 
die  Euler'schen  Gleichungen  ffir  die homogenen Funktionen ak und zeigen, 
dass  diese  in  den  Verzweigungspunkten  yon  der  Dimension  k  sind. 
Sie  ksnnen  auch  dazu  dienen,  um  die  Coeffizienten ax,a2,..,  in/]ber- 
sichtlicher  Weise  wirklich  darzustellen. 
Ist  namlich  a, die Summe der k  ten Potenzen der Wurzeln von f(z) -----  o, 
also  z.  ~r, ~-  e~, 
so  ist  offenbar  nach  (9) 
ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  hier  z----e,  setzen und fiber samtliche Ver- 
zweigungspunkte  summieren,  mit  Benutzung  von  (8)  weiter: 
2p-k1 
(9)  ,~0e,~k_,(e,)-----  2ka,. 10  Paul Epstein. 
Ich  summiere  jetzt  in  (5)  ~lber  alle  Verzweigungspunkte  und  be- 
nutze  die  Gleiehungen  (8).  Dann  kommt: 
(io)  ~_. v~,k(z) --_ ~  (p q_  i)aoz~_~ __pa~z~_2 --...  __ (p +  2 -- k)aj,_z 
dz 
Hier  ersetzen  wir  links  v~,(z)  nach  (6)  durch  ~k(z)--~k(e,)  und haben  ~e~  2 (z -- e,) 
also  ergibt  sich  aus  (to),  wenn  wir  noch  beide  Seiten  durch  s dividieren 
und  (7)  heranziehen: 
(I')  ~  2s-"~k(e')=-e,)  =  ~  ~e~O  (~'!z~))=  dzd (~"-~))--(p--.k + I) ~'-z(z)  .s 
(kffil,2, ...) 
w 3.  Die  lIauptlntegrale. 
Wir ft~hren jetzt  2p +  i  Integrale  ein" 
(I)  to~(x)=f~P§  (z) dz  far  n.=--p,--(p--z),...,--z,o,  .4-z,...,ya, 
und  nennen  sie die  hyperelliptischen  Hauptintegrale. 
Diese  sind  in  der  Flt~che  T'  im  Endlichen  liberall stetig; im Unend- 
lichen  zeigen  sie  ein  sehr  einfaches  Verhalten.  Es  gilt namlich der Satz: 
In  der  Entwicklunq  eines  ]eden  Hauptintegrals  im  Unendlichen  nach 
Potenzen  yon  z  fehlen,  bis  auf  eines,  alle  variablen  Glieder  his  zu  der 
I 
Potenz  -~--~ . 
Beweis.  Es  ist 
in  C'x3z 
~  all  /  s=  +z ~+'  I+a'+~+...  ,  5 also 
Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen. 
+__ z",'s  =  ~,~+.(z)  +  ,~,+.+1  +  ..., 
11 
folglich 
~,+.(z)  ~  ~  .~_  ~n--1  --  I  (ap.~n.{.1  +  o  .  o)~ 
z8 
Wir  wollen jetzt  durch  das  Symbol  Z,  eine  Entwieklung  yon  der  Form 
b 
a  -4-z-  z -4- z--~-  i "4- ..- 
andeuten  und  eine  solche  kurz  als  ))X.-reihe))  bezeiehnen.  Dann  kSnnen 
wir  also  schreiben: 
in  c%  ~p+.(z)  =  +  z._ a A-  2:p+~ 
CNO  2  $  -- 
und  durch  Integration folgt  hieraus,  wenn  n  von  null  verschieden  ist: 
(2)  in  ~'  z"  to. =  +  -  "4- Z,+~; 
C'XO  2  --  ~b 
ist  aber  n-----o,  so  hat  man 
(2 a)  in  c~,  to o  =  +  log z  +  ~:p+l. 
Die  beiden  letzten  Formeln  cnthalten den oben ausgesprochenen Satz.  Sie 
zeigen  aber  auch,  dass  die  p  Integrale  mit negativem Index eo_~, ...,  eo_~ 
auch  im  Unendlichen  stetig,  also  Integrale  erster  Gattung,  die Integrale 
Wl, w2,... , e% dagegen lntegrale zweiter Gattung sind, die nur im Unendlichen 
unstetig  werden.  Diese  Integrale  bilden  zusammen  ein  vollstandiges Sy- 
stem  von  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung. 
Das  Integral  ~o  0  endlich  ist  Integral  dritter  Gattung,  wird  abet  in 
der  weiteren  Untersuchung  keine  Rolle  spielen,  da  die  Hauptintegrale 
stets  mit  ihrem  Index  multipliciert auftreten  werden. 
Auf  dem  ausgezeichneten  Verhalten  der  Hauptintegrale  im  Unend- 
lichen  beruht  die  Leichtigkeit,  mit  der  sich jedes  Integral  der Klasse bei 12  Paul  Epstein. 
gegebenen  Unstetlgkeiten  durch  Hauptintegrale  darstellen  l~sst.  Wir 
werden  hiervon  im  n~chsten  Paragraphen  Beispiele haben. 
Uber  die  Integrationsconstanten  der  Hauptintegrale  verft~gen  wit  in 
der  Weise,  dass  die  Summe  der  Werte,  die  die Integrale im Unendlichen 
auf  beiden  Blattern  haben,  null  ist.  Wir  erreichen  das,  wenn  wir  den 
Anfangspunkt der  Integration  in  den  freien  Verzweigungspunkt  e  0 legen. 
Die  Periodicitatsmoduln  der  Hauptintegrale  bezeichnen wir in folgen- 
der  Weise:  Es  bedeute  fdu  ein  Integral  fiber einen geschlossenen Weg 
~,  wobei  die  eingeschlossene  Fl~iche beim  Integrieren  zur  Linken  bleibt. 
Dann  ist 
+ 
bp: 
/'sffi--p...+p~ 
(3)  +  __  ~--1,~  ..... p/ 
b,:  o,n --  o,.  =  --  f  do .  =  fl. . 
Zwischen diesen  Periodicit~tsmoduln  bestehen  zwei Reihen bilinearer Rela- 
tionen,  die  man  als  Riemann'sche  und  Weierstrass'sche  Relationen be- 
zeichnet.  Wir  entwickeln  in  diesem  Paragraphen  nur  die ersteren-  die 
Weierstrass'schen Relationen  werden  wit  in  w 5  finden  --  indem wir das 
Integral 
L,  ]mt do),,,  (~, l=-r...+r) 
erstreckt  t~ber die  Berandung  der  Fl~che  T',  also  t~ber die  Querschnitte 
in  bekannter  Weise  doppelt  ausffihren.  Es  sollen  dabei die Indices l un'd 
n  beide  yon  null  verschieden  sein.  Ein  erster  Wert  des  Integrals  ist 
Durch  Betrachtung  der  logarithmischen  Unstetigkeiten  des  unbestimmt 
genommenen Integrals  finden wir nun" 
Die  Summe  I.~  ist  nut  dann  yon  Null  verschieden,  wenn  l-----  n  ist. 
Dann  ist  I~ =  4____m. Zur  Lehre yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  13 
Sei  das  Symbol  (nl)=  x  oder  o,  je  nachdem  n  ~  l  oder  nicht, ~ so 
kann  man  diesen  Satz  durch  die  Formel  ausdrilcken 
4=i (nl).  (n.,--,...+,)  (4)  Z  (a_,~,8.~, --  a.~,8_,~)  =  -7-  /t 
Wenden  wir  jetzt  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen auf die Haupt- 
integrale  an,  so  haben  wir  zunachst  den  Satz: 
Der  Ausdruck  ~  aa,  n  hat  fiir  alle  Hauptintegrale  den  ndmlichen  ~+n( eO ae~ 
Weft  und  ist  gleich  dem  Integral  s(z~---eO----~e~  --" 
D(D 
Wir  bezeichnen  dieses  Integral  in  der  Folge  mit  ate'  so  dass  also 
(D~----  ~  (.O_p 
ist  und  haben: 
Dean  ~o) 
(s)  V,,  =  ~,+.(e,)~.  (,=o,, ..... ,,+,) 
Das  Integral  a__a, habe  die  Periodicitatsmoduln 
Dee 
f  an  a~:  P~ ~-  2s(z -- e~) ' 
bit 
f  dz  an  bt,:  q'~'  =  2s(,  --  eO' 
dann  haben  wir 
D~np  D~n/~ 
(6)  De,  --  ffp+,,(e,)p,,,,  De,  =  gp+,(e,)q,~. 
~Herr CHRISTOFFEL gebraucht  in gleicher  Bedeutung  das Symbol (~'). (0relles 
Journal  Bd.  68:  p.  2540 14  Paul  Epstein. 
Waiter  finden  wir  aus  der  letzten  Formal  in  w 2  durch Integrieren,  wenn 
wir  noch  p+n+  i  an  Stelle  yon  k  setzen: 
(7)  ~+.+,(e,)  ~  =  ae----;- =  s 
/=0  i 
also  auch 
all-  ~O-In ~  (n---p,.. +p) 
(s) 
,  V,,  =  ~fl'~- 
Wir  ftigen  hierzu  noch  die  leieht  zu  beweisende  Formal 
also 
(8')  ..a  z 
ersetzen  ferner  in  (7)  und  (S)  ~p+.+,(e,)  durch  e,~p+.(e,)+  ar+.+~  und  er- 
halten 
(9)  e,~p+.(e,) ~e~ =  Z'--.e'a-~  =  s 
und 
(I o)  r.=-,...+,~ 
Das  sind  die  Euler'schen  Gleichungen  ft/r  die  Periodicit~tsmoduln  der 
Hauptintegrale  und  sie  zeigen,  dass  die  a,~  und ft,, homogene  Funktionen 
der  Verzweigungspunkte  yon  der  Dimension  n  sind. 
Wir  konnen  bier  an  die  Differentialgleichungen  ankni~pfen,  die Herr 
WILTHV,  ISS 1 liar  die  Periodicitatsmoduln  der  Integrale  z.  und  2.  Gattung 
i  WI~TaEISS~ Partielle  Differentialglelohungen  der  hyperelliptisehen  Thetafunktionen. 
Math.  Ann.  Bd.  3I~  S.  14o  f. Zur Lehre yon den hyperelliptischen  Integralen.  15 
gefunden  hat.  In  den  Gleichungen  yon  Herrn WILTUSlSS treten  nicht, 
wie  bei Uns  die Differentialquotienten  der Periodicitatsmoduln  nach den 
Wurzeln, sondern nach den Coeffizienten  der ganzen Funktion f(z)~ s  s 
auf.  Wit  wollen  daher  auch  diese  Coeffizienten  in unsere  Gleichungen 
einftlhren  und machen dazu folgenden Ansatz: 
Es  sei 
f(z)  =  z  ~p+~ +  clz  2p+' +  c~z'~ +  ...  +  cv+2. 
Wir  fahren  die  Reihe  yon  Funktionen  ein 
f,(z)  --  z ~ +  c,z'-'  +  c,e -~  +  ...  +  c,,  <~:0,, ..... ,,+~) 
und  gewinnen ganz  entsprechend,  wie bei der Betrachtung der Funktionen 
in  w 2  die  Satze- 
~cl__  f~_,(e,),  ~fi(e~)=(2p+  2--k)ck,  Ze, f,_i(e~)--~--kck. 
Oei  i 
Die  linken  Seiten  der  Gleichungen (8)werden  jetzt  bei  Einftihrung der 
Coeffizienten c: 
-----"  ~lra_l\r  OC  m 
i~O m=l  m  I 
ffl 
folglich haben  wit 
~p+2 
9e,  m 
Ebenso  formen wir  die  linken  Seiten  der  Gleichungen (xo)  um  in: 
~  z:~_  I 'ec.  ee,  ~- -- Z  Z  e'fm-'  "e "  ~a'i"  =  ,  ( ')ec,,,  ~  "'ec,,,ea"" 
und  haben  also 
2p+2 
(~ o  a)  7_., me. ~m  --  ~'" 
Itl,~ 1 16  Paul  Epstein. 
Die  _~hnlichkeit  dieser  Differentialgleichungen  (8a)  und  (~oa)  mit denen 
des  Herrn  WILTHEISS ist  augenfMlig.  Die  Unterschiede  rtihren daher, dass 
Herr  WlLTnelSS  die  Klein'sche  Form  der  Integrale  I.  und  2.  Gattung  zu 
Grunde  legt  und  die  Coeffizienten  yon  f(z)  in  etwas  anderer  Weise,  wie 
wir,  bezeichnet. 
Aus  a__~  __f  dz  folgt  durch  Differentiation  naeh  einem  q20~  e~  ~e,  ~I  2s(z -- e,) 
verschiedenen  Verzweigungspunkt  e,: 
~  ["  dz 
J  -  -  e,)  = 
oder 
I[fdz  fdz]  2%-  e,)  2s(;-- e,)  28(z -- e,) 
ae, Yea  2 (e, -- e,) 
und  wenn  wir  zu  den  Periodicitatsmoduln  t~bergehen: 
ae,  ae~  2 (e~ --  e,) 
(t~:t) 
Ft~r  die  Periodicitntsmoduln  der  Hauptintegrale  setzen  sich  diese  Gleich- 
ungen  um  in  partielle  Differentialgleichungen  2.  Ordnung, in denen immer 
nur  zwei  Verzweigungspunkte  vorkommen.  Wir  erhalten  nach  (5), wenn 
wit  noch  aus  w 2  Gleiehung  (6)  zuziehen,  diese Differentialgleichungen  in 
der  Form: 
~San~  _  n/ et)3~anb  t  ___.-  /  \r~+~ke,]  s 
Pet 
w 4.  Die  Integrale  ~oJ  und  das  Integral  dritter  Gattung.  9e~ 
Wir  haben  gesehen,  dass  sich  die  Derivierten  der  Hauptintegrale 
nach  den  Verzweigungspunkten  in  einfachster  Weise durch die Derivierten Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  17 
Ve~  3--~  des  einen  Integrals  o~ =.;?  ausdrticken,  welche  selbst  wieder  Inte- 
grale  der  Klasse  sind,  indem 
Ve~  zs(z  --  e,) 
Da  diese  Integrale  nur  ulgebraisch  unstetig  werden,  mtissen  sie  sich  li- 
Rear  dutch  die  Hauptintegrale  i.  und  2.  Gattung  darstellen lassen.  Wir 
ksnnen  diese  Darstellung  finden, wenn wir die Gleichungen  (7) des vorigen 
Paragraphen  in  Verbindung  mit  (7')  nach  den  v-~  aufiosen,  doch  mtissten 
Oei 
wir  zur  Ermittlung  der  dabei  auftretenden  Determinanten  noch  einige 
Eigenschaften  der  Funktionen  ~  entwickeln.  Wir  ziehen  es  daher  vor, 
die  Darstellung  direkt  aus  der  Betrachtung  der Unstetigkeiten  der  Inte- 
grale  3,o  herzuleiten  mit  H(ilfe  eines  Verfahrens,  das  in  ahnlicher  Weise 
bei  jedem  Integral  der  Klasse  angewandt  werden  kann. 
Das  Integral  ~-0-~ wird  nur  im  Verzweigungspunkt  e~  unstetig,  und 
zwar  wie  ---  s '  sodass 
~o)  I 
=-  --  +  fct.  cont.  in  e~:  Ve~  ~/~)~/z  --  ei 
Die  gleiche  Unstetigkeit  und  sonst  keine  im  Endlichen  zeigt die Funktion 
der  Klasse: 
$ 
f'(e,X  z  --  e,)  ' 
also  ist 
17-  90)  S 
ein  Integral  der  Klasse,  das  im  Endlichen  iiberall  stetig  ist. 
Wit  entwickeln  V  im  Unendlichen  nach  Potenzen  yon  z  bis  zur 
I 
Potenz  z-F~'  also  bis  auf  eine  Z~+l-reihe. 
Wie  man  sieht,  wird  ~--~-~ im  Unendlichen  o p+~  (von  einer  Constanten 
A~la matharaatiext.  20.  Imprlm~ le 13 ttofit 1895,  3 18  Paul  Epstein. 
kSnnen  wir  absehen,  da  wir  sie  zu  der  2"~+l-reihe  nehmen  ksnnen),  also 
Oea 
liefert  ~e~  keinen  Beitrag  zu  der  beabsichtigten  Entwicklung  yon  V.  Wir 
haben  daher 
~  ,  f'  ( e, )(z --  e,) 
,[  =  _+ ~  z p +  ~(e,)zp_,  -[-  ~(e,)zp_~  _{_ . ..  _[, ~p_(e,).lzp  J  +  ~;+i. 
Nun  haben  wit  aber  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass 
in  c% 
c,  x3 2 
+  z"  =  no,. +  X~+, 
ist,  also  ist  auch 
in  ~'  V  -- 
c-ND  t 
-FP 
f, kei).=_p  _  21-  Zp+l. 
Die  Differenz 
+p 
I 
A  =  V.  r 
ist  t~berall  stetig,  also  entweder  Integral  i.  Gattung oder constant.  Nun 
ist  aber  Aim  Unendlichcn  eine  2~p+l-reihe,  andererseits  ist,  infolge  der 
Formeln  (2)  den  vorigen  Paragraphen,  kein  Integral  der  Klasse  im  Un- 
endlichen  eine  reine  T,~+l-reihe ,  folglich  muss  A  constant sein.  Ich nehme 
es  als  Integrationsconstante  zu  V  und  habe 
+p 
Oe,  f'(e,)(z--e,)  "1-  .f•_.(e,)to.(x).  (,=0., ..... ,p+,) 
~oJ  ergeben  sich  daraus  in  der  Form:  Die  Periodiciti~tsmoduln  von  oe~-~ 
q-p 
P'~  --  f'(ei)_  "  ,  (i=o,~ ..... ~p+l~ 
(2)  +p  ~=l,~ ..... p  ] 
q~  f'(e,) _ Zur  Lehre  yon  den  hypereUiptisehen Integralen. 
Fiagen  wit  zu  den  Hauptintegralen  noch  das  Integral ~ 
(3)  r(x,  = f  + " dz 
19 
so  haben  wir  alle  Integrale,  die  zur Darstellung  eines  beliebigen  Integrals 
der  Klasse  n5tig  sind. 
Das  Integral  r(x, ~)  besitzt  als  Funktion  von  z  nut  logarithmische 
Unstetigkeiten,  hat  also  den  Charakter  eines  Integrals  3.  Gattung,  und 
zwar  ist 
r  =  log (z --  r  +  fct.  cont.  in  ~:: 
+  con  
2 
in  L-Xol ￿9 
c-,o~ 
Die  Periodicit~tsmoduln  yon  r  an  den  Querschnitten  seien: 
an  a~:  A~(~)=  fz-~  dz 
28 ~ 
(4)  (p.=l,2, ...,p) 
an  b,:  Bt~(~)  =  __.Js+ 
/11 
adz 
--(28" 
% 
Ausserdem  besitzt  r  constante  (d.  h.  yon  ~:  unabhangige)Periodicitats- 
moduln  an  Schnitten,  die  yon  einem  beliebigen  Punkt  nach  den  loga- 
rithmischen  Unstetigkeiten  f'ahren. 
Die  Derivierten  des  Integrals  r(x, ~)  nach  den Verzweigungspunkten 
dracken  sich  in  sehr  einfacher  Weise  durch  die  Integrale  ~"  --  aug.  Mall 
tinder  n~mlleh  leicht,  wenn  man  in  (3)  unter  dem  Integralzeichen  diffe- 
rentiiert: 
(5)  ~r(~,  ~)  _  ~  ~(~)  ~e~  2((--  eO  ~e~  .=0,1 ..... ~p+l) 
t  Dies  Integral  ist  eiu  bekannter  Spezialfall  der  yon  I{errn  CHRISTOFFEL in  die 
Lehre  yon  den  Abel'sehen  Integralen  eingeftihrten  Funktion R.  (Annali  di  Mat.~ t. IO, 
97.)  Es  ist  identiseh  mit  dora  Integral ftt(z'y'~ x,y)da:  yon Herrn WEIERSTRASSo  p. 20  Paul  Epstein. 
und  daraus  welter  durch  Ubergang  zu  den  Periodieitatsmoduln: 
~A~ (~_....~) --.~  a  ~B~ (~:)  a 
(6)  ~e,  2(~'-- e,) p'n'  ~e,  =  2(~-- e,) q'~" 
Die  Derivierte  des  Integrals  r(x,  ~)  nach  dem  Parameter  ~"  liefert  das 
Integral  :.  Gattung,  das  nur  in  einem  Punkt  im  Endlichen  zur  ersten 
Ordnung  unendlich  wird,  namlich: 
(7) 
t(~,  ~)  - 
f  s + ,I + (z ~  r162 
=  ~  2~(z  --  ~'  dz, 
Wir  wollen  es  durch  die  Hauptintegrale  darstellen. 
a' =  ~). 
t(x,  ~)  wird  als  Funktion  yon  z  nut  in  r  unstetig,  und  zwar  wie 
i 
Die  g]eiche  Unstetigkeit  und  keine  andere  im  Endlichen zeigt 
die  Funktion  der Klasse: 
also  ist  die  Differenz 
s+a  I 
g,  --  ~20P 
v=  t(~,~) 
8+o  [ 
Z-- ~20" 
Integral  der  Klasse  und  im  Endlichen  stetig. 
Entwickeln  wir  wieder  Vim  Unendliehen nach  Potenzen  yon  z  bis 
auf  eine  2~+l-reihe,  so  ist  zuni~chst 
f[  ,  o  o,  t(z, e) =--? 
Das  zweite  und  dritte  Glied  unter  dem  Integralzeichen  liefern  zu  t(x,  ~) 
Beitrage,  die  im  Unendlichen zu h0herer, als der pt~, Ordnung null werden, 
also  kSnnen  wir  ansetzen: 
~2  f  dz 
=  2(~------~  +  ~'§ Ferner  ist 
also 
Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen. 
s+a  I  I  s 
--r  =  ~.(~--r  +  2~(~--------~ ' 
21 
Z  p  J 
Wir  finden jetzt  genau,  wie  oben  bei  den  Integralen  ~e~" 
+p 
(S)  t(x , ~) =  sz --  +  ar 2a'  2at _~n~',-"( ~')~~ 
Aus  dieser  Formel  erhalte  ich  durch  Differentiation  nach  z: 
d  S  "ll- ff  I 
(9)  g# (z lZ-~;=s Jr- ? 
p 
dr  8 
u=l 
d  s +  a  I ~--  r  'Zp-.(r 
--  =  dz (#-- z)2a +  ~  z_.  u=l  8  (7 
oder  nach  leichter  Rechnung 
+P  f'(z)  -i- f'(r  f(z)-  f(r 
En~,_.Cr  =  2(,-- ~')  (~-  r 
Wie  man  sieht,  entspricht  die  Gleichung  (9)der  in  der  Einleitung  er- 
wahnten  Weierstrass'sehen  Hauptgleichung  (I)  und  sie  zeigt,  dass  die 
Hauptintegrale,  bis  auf constante  Faktoren, ein System zusammengehoriger 
Fundamentulintegrale  im  Sinn  yon  Herrn  W~m~S~RASS bilden.  Nati~rlich 
kann  man  verlangen,  diese  Gleichung  auch  ohne  Benutzung der Integrale 
lediglich  mit  H~lfe  der  Funktionen  ?  abzuleiten  und  dies  gelingt  auch 
in  der  That  ohne  grosse  Mfihe.  Man  kann  dann  umgekehrt yon bier aus 
zu  den  Integralen 
den  Gleichungen 
t(x,  $)  und  5~e, gelangen,  wobei  man  mit  Vorteil  yon 
~o  2 
--  lira at(x,  ~),  ~e,  f' ( et) r 
Gebraueh  machen  kann. 
s  +  a  I  N~'  a  ~o~(~) 
z --  r  ~8  ~,  2(~--  e~)  ~e, 22  Paul  Epstein. 
Multipliciere  ich  Gleichung  (8)  mit  ~  d~" und  integriere, so  kommt: 
(.i o) 
I  +p  .  \ 
*"  X 
Bilde  ich  also  die  Funktion 
(~,) 
p 
I  l~l~O).~(~)lO_~(X  ),  n(~,  ,)  =  ~(~, ~) + 
so  ist 
n(~,  ~) =  n(~,  ~). 
Diese  Funktion  //  unterscheidet  sich,  als  Funktion  von  z,  von  r(x,  ~) 
nur  dureh  ein Integral  I. Gattung, hat also genau dieselben Unstetigkeiten, 
wie  r(x, ~).  Wit  ksnnen  sie,  naeh  einer  yon  Herrn  KLEIN eingefiihrten 
Terminologie,  als  das  algebraisch normierte  Integral  3.  Gattung  bezeiehnen. 
Man  kann,  naeh  dem  Vorgang  yon  Herrn  KLEIn,  dieses  Normal- 
integral  in  Form  eines  Doppelintegrals sehreiben, wodurch die Eigenschaft 
(I2)  der  Vertauschbarkeit  yon  Parameter  und  Argument in Evidenz tritt. 
Es  wird  n~mlieh 
(I3) 
/'/~sa +  F(z, C) 
n(~ , ~)  =  dd  ~-g--.~;,;.  &dc, 
und  darin  ist  nach  (9): 
p 
(,4)  F(~,  r  f(,) -~/,(;)(;--  r  +  (;-  r  ~,~..(~)~._.(r 
Diese  Funktion  F(z, ~)  muss,  wie  sehon  in  der  Einleitung  erw~hnt  und 
durch  Gleiehung  (9)  bestatigt  wird,  in  z  und  ~" symmetrisch sein.  Durch 
eine  eingehendere  Untersuchung  der  Formel  ('4),  die  wir  hier abergehen 
kSnnen,  kann  man diese Symmetric auch ausserlieh zum Ausdruck bringen, 
namlieh dureh  die  Gleichung: 
~  2  2 
+ ?p+,(4?,§  +  (~- c)[z(~)- z(c)], worin 
Zur Lehre yon den hyperelliptisehen  Integralen.  23 
z(z)  =  a,+:~,,_,(z)  +  :a,+~,_:(z)  +  3%+~r  +  ...  +  p%+,. 
Wie  man  sieht,  ist  der  yon  dem  letzten  Glied  in  04 a)  herrtihrende Teil 
yon  /7(x, ~)  als  Funktion  yon  z  wie  auch  yon  ~" Integral  i.  Gattung. 
Lasse  ich  ihn  daher  fort,  so  ist  auch  das  mit  Hfilfe der  Funktion 
r  r  f(:) -  ~"§  + 
'  =~"  2 
r(.r)  -  ~,+,(e):  +  ~,+,(~)~,+,( r 
2 
gebildete  Integral 
f: 
sa +  d)(z, ~)~  ,,. 
ein  algebraisch  normiertes  Integral  3-  Gattung. 
w 5.  Die  PeriodicRdtsmoduln  yon  r(~, ~:). 
Die  Formel  (I o)im  letzten Paragraphen liefert aueh eine Darstellung 
der  Periodicitatsmoduln  An(e )  und  B,($)  yon  r(x, $)  dureh  die  Haupt- 
integrale.  Es  besitzt  n'~mlich  das  dort  rechts  stehende  Integral  r(~:, x) 
als  Funktion  von  z  keine Periodicithtsmoduln an den Querschnitten, sodass 
wit  erhalten 
I  +p 
I )  (tt=l,~, ...,p) 
I  +p 
Wir  entnehmen  daraus  zunaehst  den  Satz: 
Die  Periodiciffitsmoduln  der  Funktion  r(x,  ~:), also  die  Qaerschnittinte- 
grale  (4)  ins  vorigen  Paragra~hen,  sind  als  Funklionen  des  Parameters 
Integrale  der  Klasse,  die  nur  ins  Unendlichen  uud  zwar  zur  Ordnung p  un- 
stetig  werden. 
Diese  Integrale  A,  und  B,  zeichnen  sich  durch  besonders  einfache 24  Paul  Epstein. 
Eigenschaften  hinsichtlieh  ihrer  Periodieiti~tsmoduln  aus,  die  wir  jetzt 
ableiten  wollen. ~ 
Wir  multiplieieren  yon  den  Gleichungen  (i)  die  erste  mit fl~,  die 
zweite  mit  ate,  subtrahieren  die  erste  von  der  zweiten  und  summieren 
fiber  alle ~t  von  I  bis p.  Dann  erhalten  wir 
+p 
I  t  '  '  2  ~=--p  p 
Nun  haben  wir  in  w 3  gesehen,  dass  die  Snmme  nach tt auf der reehten 
Seite  nur  far  n  =  ~  l  yon  null  verschieden  ist,  und  dass  ihr  Wert  in 
diesem  Falle  gleich  4,rl  ist,  also  haben  wir  l 
(2)  Z(a,,B#($)  --  fl,~a#($))  =  2zim,(~),  ('=-P"'+P)  /,  (l.r 
als  Darstellung  der  Hauptintegrale  durch  die  Integrale  A~  und  B~. 
Andererseits  konnen  wit  die  Hauptintegrale  dutch  AuflSsung  der 2p 
Gleichungen  (x)  finden.  Wit  fiihren  zu  diesem  Ende  die  aus  si~mtlichen 
Periodicitatsmoduln slimtlicher Hauptintegrale gebildete Determinante 2p  re= 
Grades  ein: 
(3)  1)  = 
(~11  ~12 
ap~  ap2 
￿9  ￿9  ￿9  ~ 
Ihre  ersten  Unterdeterminanten  sind 
OD  ~D  (.=-r...+p) 
~a~p  ~ ~/~lZ  (,u=l, 2~ ...,p) 
Eine  Herleitung  dieser  Eigensehaften  auf  ganz  anderem  Wege  findet  sich  schon 
in  der  Dissertation  yon  PArILS~ Uber die  Beziehung des Riernann'schen  Integrals 2.  Gatlung 
~u  den  Periodicitiitsmoduln  der  Funktion  R(O  l e  ).  Strassburg  I882.  Die  l~unktionen 
2~,(0)  und  ~(0)  yon  Uerrn  PAUL~ sind  identiseh  mit  unseren  --As(z),--Bt,(z  ). Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  25 
also  gibt  die  AuflSsung der  Gleichungen  (i)  nach  den  Hauptintegralen: 
Z(  I ~D  I ~D  ----B.(*)); 
vergleichen  wir  dies  mit  (3),  indem  wir  dort  l------n  setzen,  so  er- 
halten  wir 
~D 
Nun  bestehen  nach  einem  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  Determi- 
nanten  die  Gleichungen 
~-~.  ~D 
~a. ~0~ 
(5)  ~  (n=_p... +p) 
(#, u=l,2, ...,p) 
= 
OD 
worin  (#,)  das  sebon  in  w 3 gebrauehte  Symbol bedeutet.  In diese GleiGh- 
ungen  setzen  wir  die  in  (4)  gefundenen  Werte  der  Unterdeterminanten 
yon  D  Gin  und  erhalten 
(6)  ,~nfl.z~8_.~ =  O,  (z,~=',=  .....  p) 
Zn~,~fl_,,  =  -- 47r/(#~). 
Die  vierte  Gleichung  liefert  dasselbe,  wie  die  dritte. 
Dies  ist  die,  sehon  in  w  3  erw~hnte,  zweite  Reihe  bilinearer  Rela- 
tionen  zwischen  den  Periodicitatsmoduln  der  Hauptintegrale.  Man  nennt 
sie  die  Weierstrass'schen  t~elationen. 
:Nun  sehen  wir  aber  aus  (i)  sofort,  dass  wit  in  den  linken  Selten 
der  Weierstrass'schen  Relationen  die  doppelten  Periodicitt~tsmoduln  der 
A~a mathcmalica.  20,  Imprim~ le 15 s.oflt 1895,  4 26  Paul  Epstein. 
Integrale  A,($)  und  B,($)  vor  uns  haben.  Wir  ersehen  daraus,  dass 
diese  Integrale  das  einfachste  ilberhaupt  msgliche Verhalten an den Quer- 
sehnitten  zeigen,  indem  jedes  ~ur  einen  einzigen  yon  null  verschiedenen 
2Periodicitgtsmodul  und zwar  an  dem  Querschnitt  besitzt,  der  in  der  Dar- 
stellung  dutch Quersehnittintegrale (w 4 (4)) als Integrationsweg dient.  Wir 
bringen  dies  Verhalten  obersiehtlich in  folgender  Tabelle  zum Ausdruck: 
￿9  a,  a~  ...  %  bl  b~  ...  bp 
A  1 
A~ 
Av 
0  0  ...  0 
0  0  ...  0 
￿9  o  . 
0  0  ...  0 
2z:i  o  ...  o 
o  --  2r:i  ...  o 
￿9  .  ￿9 
o  o  ...  ~2a-i 
B~ 
am  o  ...  o 
o  2zi  ...  o 
o  0  ...  27ri 
0  0  ...  0 
0  0  ...  0 
￿9  ￿9  . 
0  0  ...  0 
Die  Gleichungen  (4)  fi'tr  die  Unterdeterminanten 
Stand,  die  Determinante  D  selber  zu  bestimmen. 1 
Bilden  wir  n'~mlich  aus  einer 
minante pt~. Grades: 
D, ___ 
~D  ~D 
yon  D  setzen  uns  in 
Reihe  Unterdeterminanten  die Deter- 
oD 
"'"  ~fl~p 
aD  aD  aD 
~t~pl  ~p2  "  "  "  "d/~pp 
so  haben  wir  erstens  nach  (4): 
D' ----- ]-~P  pDPA, 
(4rri) 
1 Vgl.  hierzu  die  ganz  analoge  Untersuehung  bei  KR&ZER  und  PRYM~ Neue  Grund- 
lagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen.  S.  63  f. wo 
Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptisohen  Integralen.  27 
0[--11  0[--12  "  "  "  0[--1p 
h  _.  o  ￿9  ￿9 
0[-pt  0[-p2  ￿9  ￿9  ￿9  ~-pp 
ist,  eine Determinante, die  uns  im nachsten Paragraphen wieder begegnen 
wird.  Ihr  Wert  ist  bekanntlich stets  yon  null  verschieden. 
Einen  zweiten Wert  yon  D'  finden wir, wenn wir in bekannter Weise 
diese  Determinante  zu  einer  Determinante  2p  )'"  Grades  erweitern,  sodass 
wit  erhalten: 
D, 
I  .  ,  ,  O  O  .,  .  O 
￿9  ~  ￿9  ~  ￿9  ￿9 
0  .  .  .  I  0  .  .  .  0 
~D  ~D  eD  eD 
0all  "'"  ealp  0~11  "  "  "  Ofllp 
￿9  ,  ,  ￿9  ￿9  ￿9  ~  ~  ￿9 
eD  ~D  eD  eD 
earl  "'"  eavv  efl~l  "''  e,  Svv 
Multiplicieren  wir  diese  Determin~nte  mit  der  Determinante D,  so  er- 
halten  wir  mit  Benutzung der  Gleichungen (5): 
D~)' 
=  D  p 
0[--pl  ￿9  ￿9  ￿9  0[--plo 
0[-11  ,..  0[-1p 
0[it  ￿9  ￿9  ￿9  0[lp 
011o  I  ￿9  o  ,  0[pp 
0[--pl  "  ￿9  "  0[--pp 
￿9  ￿9  ￿9  ~ 
0[-11  ,  ￿9  ￿9  0[-lp 
0  ￿9  ￿9  ￿9  0 
0  ,.,  0 
D...  o 
o  ...D 
v(p-1) 
=  (--  ' 28  Paul  Epstein. 
Vergleichen  wir  dies  mit  dem  eben  erhaltenen  Wert  yon  D',  so  folgt 
~(p-l) (4zri)v  (7)  D=  (--  t)  2  I~ 
Als  wichtigstes  Ergebnis  folgt  hieraus,  dass  die  Determinante  D  von den 
Verzweigungspunkten  unabhangig  ist.  Ffir  p----I  haben  wir  die  Le- 
gendre'sche  Relation. 
Die  entsprechende  Determinante  ffir  die  Periodicitatsmoduln  anderer 
Fundamentalintegrale  ist  Oftcrs  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen, ~ 
zuletzt  yon  Herrn  VAn~ES in  Crelles  Journal,  Bd.  II4,  S.  47,  doch 
scheint  die  bier  gegebene  Ableitung  neu  zu  sein. 
Wir  wollen  schliesslich  far  die  Integrale  A~(x)  und B~(x)  einen Satz 
ableiten,  an  den  sich  eine  allgemeinere  Betrachtung  anschliessen  wird, 
die  uns  im  folgenden  Paragraphen  yon  Nutzen  sein  wird. 
Aus  den  Darstellungen  (i)  yon  Az  und  B~,  sehen  wir, dass wit diese 
Integrale  in  der  Form  ansetzen  konnen: 
(8)  A,(x) =fP,(z)dz,  BAx)=fQ  ( )dz, 
worin  die  P~(z),  Q~,(z)  ganz  e  Funktionen  von  z vom Grade  2p sin&  Aus 
denselben  Formeln  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (~)  des  vorigen 
Paragraphen  folgt: 
t',(e,)  =  lira s dA€  --  ~ f'(e,)p,,,, 
z=e,  dz  2 
8dB~(z)  I  , 
g~et 
Nun  haben  wir  aber  nach  (6)  im  vorigen  Paragraphen: 
2 (z -- e,) OAtL  (x)  2 (z -- e,) ~Bt,(~) 
P~:~ ....  '  qit, =  s  ~ei  s  ~ei 
also  isr 
x  ~A~(x)  x  ~/~(z)  s 
P1,(e,)  ~e,  Q~(e,)  ~e,  f'(e,)(z--e,)' 
(~= l,S~...~p) 
I  Vgl.  I~UCHS, Crelles  dourn.  Bd.  7 I,  S.  I28  ft.  KS~'IGSBERGER, Vorhsunger~ 
iiber  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale,  S.  70--78.  WJ~CKLER, Wiener  Sitz- 
ungsber.  Bd.  62~  S.  Ix 5. Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen. 
und  wenn  wir  nach  z  differentiieren: 
29 
(9)  P~e,) ~,  ~-  qg(-~i) ~  \T/  f'(6i) d:$ ~ --  ~,"  (#=1,2 ..... p, 
Wir  erkennen  also,  dass  for  die  :p  ganzen  Funktionen  P~(z)  und  Q~(z) 
derselbe  Satz  gilt,  wie  far  die  Funktionen  F,(z),  class n(imlich die  Aus- 
driicke  P~(ei)~ei ._  Q~(e,)ve, 
~  g 
Q,  denselben Weft  haben. 
Wir  wollen  jetzt,  wenn  r  irgend  eine  ganze  Funktion  yon  z  ist, 
die auch yon den Verzweigungspunkten abhi~ngt, den Ausdruck  r  ~e-~ 
durch  das  Symbol 
I  .  (r 
(~o)  zx,(r  -  r 
bezeichnen  und  fragen,  welche  Bedingungen  eine  Schar yon ganzen Funk- 
tionen  ~0(z),  (2~(z),...,  r  erfallen  muss,  damit 
zx,(r  =  z~,(A )  ....  =  z~,(r  ~, 
ist. 
Wir  ksnnen  jede  ganze  Funkfion  linear  aus  den  Funktionen  r 
zusammensetzen~  sodass  wit  ansetzen  k0nnen: 
~bo  "~  aoo~o  "Jr  ao171  n  u  ...  -t-  aok?~, 
r  ~  alO~O  "t-  ala~l  n  t-  .-.  -Jr- au~, 
￿9  ￿9  .  ￿9  ￿9  ￿9  ￿9  ￿9  *  ￿9  ￿9  ￿9  .  *  *  ￿9  ￿9  ￿9  ￿9  . 
4.  =  a-o~o 4-  a.l~Ol  -[-  ...  Jr a~k~',, 
wenn  k  der  hochste  unter  den  Funktionen  r  vorkommende  Grad  ist. 
Bilden  wir jetzt  das  Symbol  A,,  so  ist 
I  --  ~)i~  z~,(~~  =  z~,(~,)  ....  =  z~,(~,)-  2s(~  -~,) 
also 
'  [~~  ~'-" +  -  +  "'"  +  ~  TJ' 
￿9  o  ,  ￿9  .  .  ,  *  .  o  .  ,  .....  .  ,  ￿9  ￿9 
va., f,  ~a.k ~].  ~__L_ [ ~-o ~'o +  --_  +  ...  + 
A,(r  )  =  o, +  0.(~,) L ~o,  7  ~e,  8  ~,  .  j 3O 
Soll  nun  far  jedes  z 
Paul  Epstein. 
z~,(r  =  z~,(r  z~,(r  ,, 
sein,  so  mtissen  die  Gleichungen  bestehen: 
I  B~oo  I  ~(tlo  I  ~ano 
__  --  o  --  --  C(o  0 
I  BU~ol  __  I  ~(/'*I  __  I  Oanl 
(i  i)  r  ~,  r  (~,)  B~,  ""--r  B~i  --  d;)'  (i~0,1,  ..q  2p+l) 
I  ~6~ot  I  ~Olt  I  Bant 
--  .  .  .  -- 
r  ~e,  ~bt(e,)  Be,  (3~(e,)  Be, 
--  C(ki) 
und  es  ist 
(i2)  r,  =  O, +  C(o  ') ~o~  +  ci" T  +  .. . +  r  4~ T"  ~* 
Wir  k0nnen  dies  in  dem  Satz  zusammenfassen: 
Damit  fiir  eia  System  yon  ganzen  Funktionen  r  r  die sich in der 
angegebenen  Weise  dutch  die "~  ausdriicken,  A,(r  ) ---- A,(r  ....  :  A,(r 
ist,  ist  notwendo  und  hinreichend,  dass 
I  Baza 
--_ c(~  ,) 
vom  Index  #  unabhdngig  ist. 
Diese  Schliisse  bleiben  unverandert,  wenn  wir  statt  der  Darstellung 
der  r  durch  dic  Funktionen  io  eine  solche  durch  irgend  eine  andere 
Funktionenreihe  X~  (k=  I, 2,...)  ansetzen,  for  die  A,(X, )  bei  jedem  Wert 
des  Index  k  denselben Wert hat.  Wir haben somit den allgemeineren Satz: 
Sind  r  r  r  ." ￿9  und  Z~, Z2,Z~,  ""  zwei  Reihen  ganzer  Funk- 
tionen  yon  z,  for  die 
z~,(r  =  z~,(r  z~,(r  .....  ~,, 
A,(zl)  =  ~,(z2)=  a,(z,)  =  ....  o,, Zur Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  31 
und  lassen  sich die Funktionen der einen Reihe linear durch die der andern 
darstellen,  so  dass 
so  ist 
c(,)  __ 
I  Oc~;( 
z~ ( e~ )  Oe~ 
vom  Index  /~  unabhangig  und 
o,  =  +  `) 
8 
Liegt  im  Besonderen,  wie  dies  im  nachsten  Paragraphen  der  Fall  sein 
wird,  eine  Darstellung  der r  durch  die  Funktionen  /)~(z)  und  Q,(z)  vor, 
so  dass 
P  P 
~bt ( ~, )  =  A~=IA#I.PA .-t- 2~=lU#)t  Q1, 
so  milssen 
c(O=  i  oA~  und  ~,)__  x  vBza 
CAe,) ae,  r  ~, 
vom  Index  p  unabhangig  sein  und  es  ist 
(I3) 
p  p 
I=1  I=1 
wo  aber  jetzt 
zu  setzen  ist. 
I  d  s 
f'(ei)  dzz  --  e, 32  Paul Epstein. 
ZWEITER  TEIL. 
Die  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  und  ihre 
Derivierten  nach  den  Verzweigungspunkten. 
w 6.  Die  i~ormalintegrale  erster  Gattung. 
Das  Normalintegral  erster  Gattung  u~(x)  (#=  i, 2,..:,p)  wird  be- 
kanntlich  definiert  durch  die  Bedingung,  am  Querschnitt  a~  den  Periodi- 
citatsmodul  zd  zu  haben,  an  allen  l~brigen  Querschnitten  erster  Art  aber 
stetig  zu  sein.  Bezeichnet  wieder  A  die  Determinante  der  Periodicit•ts- 
moduln  der  Hauptintegrale  erster  Gattung  an  den  Querschnitten  erster 
Art,  also 
(x)  ,x =  I 
(~--11  0[--12  ￿9  ~  (l--lp 
Gt_~I  0[_22  ...  ~t  ~p 
￿9  ￿9  ￿9  , 
Ct_pl  0[_p2  ￿9  (l  pp 
und  werden  die  Unterdeterminanten  durch 
~A 
bezeichnet,  so  ist  das  /2"  Normalintegral  i.  Gattung 
(3)  u,,(~)  =  ~  -S-,,,_~(~).  ,.~,,.  ..... ~, 
Irgend  ein  Integral  erster  Gattung  w,  das  an  den  Querschnitten  erster 
Art  die  Periodicitatsmoduln  %, %,...,  ap  hat,  wird  durch  die  Normal- 
integrale  in  der  Form 
Ea.  (4)  w  --  -  u. 
dargestellt. Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  33 
An  den  Querschnitten  2.  Art  hat  das  Normalintegral  u~ die Periodi- 
citatsmoduln 
und  es  ist  bekanntlich 
a•  ~--- a~. 
Neben  die  Darstellung  (3)  der  Normalintegrale  i.  Gattung  durch  ein 
System  yon  p  linear  unabhi~ngigen Integralen  I. Gattung tritt eine andere 
durch  die  Integrale  A~(x)  und  B~(x),  die  in  mancher  Hinsicht  Vorz(ige 
vor  der  ersteren  bietet.  Es  ist  namlich  die  Untersuchung  der  in  der 
ersten  Darstellung  auf~retenden,  aus  Periodicit'htsmoduln  gebildeten  De- 
terminanten  bis  jetzt  noch  nicht  in  wi~nschenswerter  Weise  durchgefiihrt 
worden  und  scheint  auch  betri~chtliche  Schwierigkeiten zu bieten, w~hrend 
man  auf  der  anderen  Seite  in  den  versehiedenen  Ausdriicken  ftir  die 
Funktionen  A~  und  B~  und  ihren  ausgezeichnet  einfachen  Eigenschaften 
￿9  f  Mittel  besitzt,  um  in  vielen  FMlen  mit  ihnen  vorteilhaft  arbelten  zu 
ksnnen. 
Diese  Beziehung  zwisehen  den  Normalintegralen  I.  Gattung und den 
Periodicit~tsmoduln  des  Integrals  r  entspricht  dem Satz  aus  der  Theorie 
der  Abel'schen  Integrale,  dass  sich  die  zweite  HMfte  der  Periodicitats- 
moduln  eines  Integrals  3.  Gattung  (das  stets  als  eine  Differenz  yon  r- 
Funktionen  uufgefasst  werden  kann)  ausdriickt  durch  die  erste  HMfte 
und  die  zwischen  den  Unstetigkeitspunkten  als Grenzen genommenen Nor- 
malintegrale  I.  Gattung. 1  Wit  leiten  sie  in  folgender  Weise  ab: 
Es  gilt  der  Satz: 
Sind  a I ,  a2 ,  ...  ,  ap,  b 1 ,  b~ ,  ...  ,  bp  die  Periodicitdtsmoduln  irgend eines 
Integrals  erster  Gattung  w  an  den  gleichbeze~chneten  Querschnitten,  so ist bis 
auf  eine  Integrationsconstante 
(s)  LZ 
w  :  2~  ~  (a~B~(x) --  b~A~(x)). 
Offenbar  hat  die  rechte  Seite  infolge  des  im  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Verhaltens  der  A~  und  B~  an  den  Querschnitten  die  gleichen 
CLE~SCH-GOm)A~ Theor/e der  Abel'schen  Funktionen.  S.  I 19. 
Aota mathcmat~.  20.  Imprim~ le  15  aoat  1895. 34  Paul  Epstein. 
Periodicit~tsmoduln,  wie  das  Integral  w.  Es  ist  also  zum  Beweise  des 
Satzes  nur  zu  zeigen,  dass  die  Summe  rechts  in  T'  yon  jeder  Unstetig- 
keit  frei  ist.  Zu  diesem  Behufe  ftihren  wir die Darstellungen der Ae und 
Be  durch  die  Hauptintegrale  (w 5  Gleichungen  (I))  ein  und  erhalten 
I  +P 
W ~--- 4~/n=-v 
I  P 
=  !4m .=l~ ne~  ~  (aa~'e-- bea'a)--4-~.~--l'm~'(x) ~(aat~-'e -- bxa-'a)" 
Hier  setzt  sich  die  erste  Summe  aus  den  Hauptintegralen  I.  Gattung  zu- 
sammen,  ist  also  fiberall  stetig.  Die  zweite  Summe  dagegen  fallt  fort, 
da  wegen  der  bekannten  bilinearen Relationen  zwischen den Periodicitats- 
moduln  je  zweier  Integrale  I.  Gattung 
E(a fl_.   -  =  o 
ist.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
Wir  erhalten  jetzt  sofort  als  Darstellung  der  Normalintegrale  I. 
Gattung  durch  die  Integrale  A~" und  Be: 
(6) 
I 
Wir  fiihren  nun  ft~r die  Integranden  der Normalintegrale  I. Gattung 
die  Bezeichnung  ein: 
dz  s 
Es  sind  also  die  r  ganze  Funktionen  yon  z  yore Grade p-  x 
und  ich  behaupte: 
Die  Funktionen  q~,(z) haben die  Eigenschafl,  dass  der  Ausdruck 
a,(r  ,,(,.)•, 
far #de  derselben den  namlichen  Wert  hat. Zur  Lehre  yon  den  hypere!lilatischen  Integralen.  35 
Beweis.  Differenziiren  wir  Gleiehung  (6)  naeh  z  und  multiplicieren 
mit  s  ~,  so  erhalten  wir 
I  I 
Hier  haben  wir  also  ~g  dureh  die  im  vorigen  Paragraphen  eingefiahrten 
Funktionen  Pa und  Q~  dargestellt  und  es  ist  in  den  dort  am  Schluss be- 
nutzten  Bezeichnungen: 
x  B~a  x 
Soil  nun  der  obige  Satz  richtig  sein,  so  mi~ssen,  wie  wir  gesehen  haben, 
c(O =  x  vA~  und  d(~~  x  OB.x 
vom  Index  /~  unabht~ngig  sein.  Von  den  d~  ~ ist  das  evident,  denn  sie 
I  Oa~x 
sind  alle  null.  Dagegen  sind  die  c(~  ~ yon /z  unabht~ngig,  wenn 
OA e,) ~e, 
yon  p  unabht~ngig  ist.  Das  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  denn  es  ist, 
wie  Herr  THO~AE 1 gefunden  hat 
(7)  ~e--7- 4  f'(e,)  ,  ,=0.1  ..... ,v+u 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
Aus  der  letzten  Gleiehung  finden  wir  welter 
~(e,) 
ci  ')=  ./f,(~,)  , 
I  THOMAE,  Crelles  Journ.  Bd.  7I~  S.  212.  Vg].  aueh  SCHRODER~ ~)ber den 
Zusammenhang der  hyperelliptischen ~r-  und  ~-funktionen, Diss.  G~ittingen  I890  ~ S.  35. 
Die  Formel  ergibt  sieh  fibrigens  sofor~  durch  Ausffihrung  des  fiber  die  Quersehnitte  er- 
streckten  Integrals  f  OU~ du~  f ~up'  ~a(") 36  Paul  Epstein. 
also  liefert  Formel  (I3)  ira  vorigen  Paragraphen: 
t  ~  (_~)  I  d  s  2  ~  Oa(e~)Px(z) 
(8 n,)  r, =  r  =  -- f'(e,)dzz -- e,  ni  f'(e,)  s 
und  durch  Integration  erhalten  wir 
(9 a)  q),(e,) ae,  f(e,)(z--ei) 
Eine  zweite  Darstellung  der  Funktionen  r~  und  T~  liefert  der  vor- 
letzte  Satz  im  vorigen  Paragraphen.  Es  ist  namlich nach  (4) 
I 
0.)  ~ =  --: Z~_p).U,I ~ 
also 
= 
daher  ksnnen  wit  nach  dem  erwahnten  Satz  sofort  hinsehreiben 
I  I  ~  I  ~tZ__/tl  O~(Z) 
oder  da  nach  (6)  in  w 3: 
I  ~a_~ 
~_~(e,)  ae~ 
ist: 
l  I  ~  O,(z) 
(8 b)  r,  =  2s (z -- e,)  r/  P'* 
und 
(9b)  T,(x)  =  aw(z)  '. ~p,aua(x). 
Die  Integrale  vu__~ sind  schon  wiederholt  bei  Untersuchungen  im  Gebiete 
der  hyperelliptischen  Integrale  verwandt  worden,  besonders  yon  Herrn Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  37 
i  ~u~  fiir jedes  p  denselben  TrIo~Av.,  t  doch  babe  ich  den  Satz,  dass  r 
Wert  hat,  nirgends  ausgesprochen  gefunden. 
Sto  Das  Integral  T~(x) unterscheidet  sieh, wie  (gb)  zeigt,  von  ~  nur 
durch  ein  Integral  erster  Gattung,  wird  also  auch  nur  im Verzweigungs- 
punkt  e~  unstetig. 
Wir  wollen  mit  Htllfe  der  Darstellung  (9 a)  die  ersten  Glieder  der 
Entwicklung  yon  T~(x) in  irgend einem  Verzweigungspunkt ermitteln und 
fassen  daher  zun~chst  die  Entwicklung  der  Integrale  A~(x)ins  Auge. 
Wir  gehen  dabei  zurtick  auf  die  Definition  dieser  Funktionen  als  Quer- 
schnittintegrale  (w 4,  (4)), also  auf  die  Formel 
f  a + s d~  zl~(x)  =  -C-  .  2~ 
bh 
Hier  entwickeln  wit  die  Funktion  unter  dem  Integralzeiehen als Funktion 
von  z  in  der  Umgebung  irgend  eines Verzweigungspunkts e, und erhalten 
in  ek: 
Bedenken  wir  nun,  dass 
ist,  so  folgt  hieraus 
f  de 
b~ 
if  a~(~)  =  ~  ~  +  p~,~73-~)~----:-7.  +  .... 
bx 
Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  nur  dann  yon  null  verschieden, 
wenn  der  Integrationsweg  b~  den  Verzweigungspunkt  ek  einschliesst,  also 
THo~]~  Crelles  Journ.  Bd.  7I~  ferner  Bd.  93,  94~  Io!  liber  Integrale 
zweiter  Gattung. 38  paul  ]tpilieiB. 
k  enthaltenen  Zahl  ist.  wenn  ~1  gleich  der  grSssten  in  5 
Zahl  k',  so  dass 
<,o) 
Nennen wir diese 
_(_~__:  =  2~'/(2k'),  also  so  ist  offenbar  ~ 
bit 
Um  die  Entwicklung  yon  T~(x)  zu  finden  brauchen  wit  noch  die- 
$ 
jenige  yon ~  und  haben  dabei  zwei  Falle  zu  un~rscheiden. 
Z 1  ei 
x)  Ist  e.  ein  yon  e,  verschiedener  Verzweigungspunkt,  so  ist 
$ 
(I2a)  in  e~: 
II~  e i 
~/f (et) ,~ 
=  et --  ei vz --ea, +  .... 
2)  Im  Verzweigungspunkt  e~  ist 
, r'<~,) q~  _---z-g, +...]. 
Die  Entwicklungen  (x ~)  und  (I 2)  ftihren wir jetzt in (9 a) ein und erhalten 
in  e,:  (k > i) 
@,.(e,) 
f  (e,)  L2 (el- e,) 
~,,@,)  I  2--  i.  e,:  ~'(x)=--4~=r  t(~,)  f' (e,) 
r' r'@,)  L  a,(e,)p,~] 4.---~, 
Wit  wollen  diese  Formeln  noch  etwas  welter  ausarbeiten.  Es  ist  n~m- 
lich  nicht  ohne  Interesse,  dass  sich  die  Coeffizienten  yon  ~/z~ek  reap. 
~/z- e~  auf  der  rechten  Seite  in  recht  eleganter  Weise  durch  die  Deter- Zur  Lehre yon  den  hyperelliptischen Iutegraleu.  89 
minante  A  ausdrt~cken  lassen.  Differentiieren wir  nl~mlieh  ~  nach  dem 
Verzweigungspunkt  e~,  so  ist  offenbar 
Oe~  z  ~  ,a 
oder  da  nach  (6)  in  w 3: 
so  ist: 
~(Z-- 2tlt 
(~3)  ~,a =  ZZa  (  )p  ~e~  ~p_a  e~  ~" 1 
Nun  folgt  aber  aus  Gleiehung  (3)  dieses  Paragraphen,  wenn  wir  nach  z 
differentiieren 
I  E~_~(~)  =  =/, ~(~), 
also  finden  wir  aus  Gleiehung  (I3) 
(! 4)  ~ log A  I  =  ~E~l,(e,)p,t,. 
Oe~  zt~  ,~ 
Das  ist  aber  grade  die Summe,  die  in  der  obigen Entwicklung yon T~(x) 
im  Coeffizienten  yon  v~z  e~  auftritt.  Wir  nehmen  hierzu  die  leicht zu 
beweisende  Formel 
f"(ei)  ~ log F 
r'(e,---S=  ~--~' 
WO 
bedeutet  und  haben 
F  die  Discriminante  yon f(z) 
(~) 
Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  (8)  und  (Io)  in  w 3  erh~lt  man leicht 
die  Gleiehungen 
~/k  ~0  und  Ze~ ~A~  PCP "{" I) 
(u  WILTHEISS, Math.  Ann.  Bd.  3I,  S.  I42.) 40  Paul  Epstein. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Coeffizienten  yon  ~/z- ek  in  der  Entwick- 
lung  yon  T~(x).  Den  hier  in  der  Klammer  stehendcn Ausdruck  erhalten 
wir  offenbar,  wenn  wir  in  Gleichung  (8 b)  den  Index  i  durch  k ersetzen, 
mit  s  multiplicieren  und  dann  z =  ei  setzen.  Dann  wird 
(16a) 
2 (et --  et) 
--  + 
Die  reehte  Seite  lasst  sieh  umformen.  Es  ist  n~imlich 
I  I  Of'(es) 
ei --  et  /'(et)  Oet 
also 
i  af'(e,)  ~t,(e, )  _  f'(e,)  ~  [~),(e,)']. 
2f'(ei)  ~et  2#~(ei)aetL f'(e,) J 
Nun  folgt  aber  aus  Gleiehung  (7)  in  diesem  Paragraphen 
$',,(et) ~ =  I aa,,,<, 
--  --9  f' (e,)  4  aei 
also  ist 
2 (ei --  et) 
I  f'(et)  ala/,~ 
I. Z  #,(e,)p,,  ---- ~ #~(e,)$z(e,) ae, ae, 
Setze  ich  nun 
(17) 
t a 
I  ~  t~  ~  7]~ 
so  bleibt  72~, unverdndert,  wenn  ich  i  und  k  vertausche  und  hat  t~berdies 
ft~r  jedes  p  den  namlichen  Weft.  Wir  haben  dann 
1 
(I6b)  2(ei-- et)  ~  ,I 
Wir  finden  jetzt  sehliesslich,  wenn  wir  (15)  und  (16b)  in  die  Ent- 
wicklung  yon  T~(x)  eintragen- Zur  Lehre  yon den  hyperelllptischen Integralen.  41 
@~'(eO 
in e,-  T~(x)  =  ~  *  ~  2- 
qf' (e-----~.)  ~/~ -- el  f' (ei) 
(a  ---:-7, +  .... 
Um  nun  noch  72~k durch  die  Determinante  A  auszudrticken,  differentiieren 
wir  Gleichung  (14)  naeh  e,  und  benutzen  dabei  gleich  die  Formel  (12) 
in  w 3.  Dann  kommt 
ae, ae,  --'-- ~i  G  p''  +  2~(e,  --  e,)  @,, (e,)(p,,,  --  P,F,). 
Nun  ist  nach  (x6a)und  (x6b) 
also  haben  wir 
~G(e0  'e  G(e')  =  f  (  ~)Ot,(ek)r],~"  aek  2 (e~ --  e,) 
O2ae,  oekl~ A  f'(e,)~  E.  r  z=i(e, -- e.)  r 
oder  nach  (I6b) 
i  I  a'lOgae,~eeA  =  f  (e,)~,i(z(e, "e,)--  f'(e,)~,,)  2@~-- ~) (~(e~  ~D-- 
=  --f'(e,)f'(e,)~ 
I 
4(e,- e,)' 
Es  ist  aber,  was  leicht  einzusehen 
x  i a' log F 
(ei -- e,) ~ =  2  ae~ek  ' 
folglich  erhalten  wir  schliesslich  als  die  gesuchte  Formel: 
yon  der  wir  noch  weiterhin  Gebrauch  machen  werden. 
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Wit  notieren  noch  als  Periodicit~tsmoduln  yon  T~(x)  nach  der  Dar- 
stellung  (9a): 
+ 
an  a~:  T~-  r~ ~--- o, 
an  be:  ~  4~(~, 
und  beginnen  jetzt  eine  neue  Betrachtung,  die  uns wiederum  zu den Inte- 
gralen  Ti(x)  fahren  wird. 
w 7.  Die  2r  zteeCte~  Gatt~mg. 
Bekanntlich  bedient  man  sich  der  Normalintegrale  erster  Gattung, 
um  zu  einem  beliebigen  Integral  der  Klasse  V,  das  aber  nicht  Integral 
I.  Gattung  ist,  ein  anderes  W  zu  finden, das an samtlichen  Querschnitten 
erster  Art  stetig  ist.  Wir  nennen  D r  das  zu  V  gehSrige  transcendent  nor- 
mierte  Integral.  Sind  al, a~,...,  %  die  Periodicit~tsmoduln  yon  V  an 
den  Querschnitten  erster  Art,  so  ist 
I  ~a~U~ 
W-----V---- 
~o~ gehsrige  Danach  ist  also  beispielsweise,  wie  (9b)  zeigt,  T~(x)  das  zu  ~e-~. 
transcendent  normierte  Integral. 
Wir  wollen  nun  die  Integrale  untersuchen,  die  wir  dutch  solche 
transcendente  Normierung  aus  den  Hauptintegralen  zweiter  Gattung  ge- 
winnen. 
Wit  definieren  sie,  indem  wit  jedes  mit  einem  constanten  Faktor 
multiplicieren,  durch  die  Gleichung 
~-~  ~  ---:  a~U~,  (~=a,~  ..... ~) 
7t~ 
und  nennen  sie  die  Normalintegrale  zweiter  Gattung. 
Wir  werden  filr  diese  Normalintegrale  ~.  Gattung  eine  Reihe  yon 
Eigenschaften  nachweisen,  die  durchau8  mit  bekannten  Eigenschaften  der 
Normalintegrale  erster  Gattung  correspondieren,  so  dass  es  gerechtfertigt Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  43 
erseheint,  zu  dem  System  der  Normalintegrale  I.  Gattung  grade  dieses 
System  yon  Normalintegralen  2.  Gattung  hinzuzufilgen,  die  dann  zu- 
sammen  ebenso ein vollsti~ndiges System yon Fundamentalintegralen  bilden, 
wie  die  Hauptintegrale  oder  die  Integrale  A s  und  B s. 
Wir  wollen  zuniichst  das  tiber  s~mtliche  Querschnitte  erstreckte  In- 
tegral 
i =f .du,  dz 
T'  T' 
betrachten.  Ein  erster  Wert  desselben  ist 
I 
und  bier  ist,  wie  man  aus  (x)  sieht,  die  Klammer  proportional  dem 
Periodicimtsmodul  des  Integrals  v~  am  Querschnitt  b~. 
Einen  zweiten  Wert  erhMt  man  durch  Entwicklung  des  Integranden 
im  Unendliehen.  Es  ist  abet 
in  oo,  o~  s =  +-  +  Z~+l,  cx3,  /z 
also 
folglich  ist  auch 
7  =+  LAz  '+-- 
A~,'  +...+  As~  i  ] 
t%~  ....  +  ~;&~, I  [_..., 
/LAz 
.x A,~  I  =  -- 2~. 2m 
~A 
und  wit  haben  daher  die  Formel 
I  x  (2)  p.~--_  ~,,~a,,----  ￿9  (.,.=,,~ ..... ~,  12  A 
Es  sind  also  die  Periodicitatsmoduln  der  Normalintegrale  2.  Gattung: 
+ 
an  a~:  Vs--  Vs --- o, 
(3)  + 
an  b,:  ~s -- v~, =  2 ~  As,. 
A 44  Paul  Epsteiu. 
Wir  wollen  nun  in  die  Definitionsgleichung (x)  der  Normalintegrale 
~.  Gattung  an  Stelle  der  Integrale  u~  die  Hauptintegrale  x.  Gattung mit 
Hiilfe yon  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  einft~hren.  Es kommt 
dann 
(x b) 
und  darin  ist 
(4)  c~ =/~  a~,~ A  (~"'*"~  ..... ~) 
Far  diese  Grsssen  c~  besteht  der  merkwtirdige Satz 
(5)  c~  --- c.,,, 
denn  das  Querschnittintegral K=fo~,dv. ist  erstens: 
~  ~  ~=  ~c~. 
Andererseits  ist 
in  c%  e 
:  ~  ~- +-  +  '~p+l, 
O0  s  -- 
also 
dv~  c~v I 
und 
2n/ 
K--  ~cj,,, 
womit  (5)  bewiesen  ist. 
Als  dritte  Darstellung  der  NormMintegrale  2.  Gattung  notieren  wir 
die  durch  die  Periodicit~tsmoduln  der  Funktion  r: 
(x c)  v.(x) =  -- ~  ,x~  -~-,~(x). Zur  Lehre  yon  den  hyperellipfischen  Integralen. 
Wir  f~hren  jetzt  durch 
45 
(6)  dz  s 
die  ganzen  Funktionen  (19 +/1)t~n  Grades  ein: 
(7)  7Z~ 
und  differenffieren  (I a)  naeh  e~.  Dann  kommt,  wenn  wir  frt~here  Er- 
gebnisse  benutzen: 
Z__ Ti~a/a#a(e,) 
----- pg~,+,  (e,)[a~-~ 
folglieh naeh  (9b)in  w 6  und  (7): 
(8)  ,v~=  ~A~,) r,(~).  ae, 
Wir  finden  also  den  Satz: 
I  OvtL  Der  Ausdruck  ~(e~)~ei iSt  YOre lndegc /1  unabMingig und  ebenso wie 
der  entsprechende  aus  den  Normalintegralen  i.  Gattung gewonnene Ausdruck 
gleich  dem  Integral  T~(x). 
Als  erste  Folgerung  ergibt  sich  aus  diesem  Satz,  wenn  wir  in  (8) 
zu  den  Periodicitatsmoduln  an  den  Querschnitten  2.  Art  t~bergehen: 
a(_~z)  20'(ed ~A e~) 
(9)  ~  =  s  :'(~,) 
Hat  diese  Formel  sehon  grosse  )khnlichkeit  mit  der  Thomae'schen  par- 
tiellen  Differentialgleichung  (y)  des  vorigen  Paragraphen,  so  entspricht 
dieser  doch  noeh  vollst~ndiger  eine  andere  Gleiehung,  die  wir  folgender- 
massen  finden. 46  Paul Ep~teie. 
Es  ist  naeh  dem  auch  im  Paragraphen 
Determinantenlehre 
5  benutzten  Hauptsatze  der 
Wir  differentiieren  diese  Oleichung  naeh  e~  und  haben  in  Rilcksieht  auf 
Gleiehung  (6)  in  w 3  und  auf  die  eben  gefundene  Formel 
oder  da 
ist: 
(xo) 
o  =  ~,._,,(e,)  p.  +  ~f<~,)  ~_~(e,), 
-  ~_~, ~,(~,)  -  ~,_Ae,) 
7rg 
oder  naeh  der  zuletzt  gefundenen  Formel: 
w=  ~(,d [p  ] 
~e  i  ~  lt~ 
Hier  steht  aber  nach (7) in der Klammer grade  2 ~'s(e~), also ist schliesslieh 
~e-7=--4  f(~,)  " 
Eine  Oegent~berstellung  der  Eigenschaften  der Normalintegrale erster 
und  zweiter  Gattung  wird  ihren  durchgehenden  Parallelismus  deutlich 
hervortreten  lassen. 
Jetzt  wollen  wit  die  durch  Oleichung (4) definierte  Orssse c~, nach e~ diffe- 
renziieren.  Wir  erhalten  dann,  wieder  mit  Benutzung  yon  (9) 
=  --  ~  ~P~  X  " Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  47 
it  h 
a~u  ~-~  a~  ~  ~-.  c~ 
vei  =  4  f' (ed  '  ~e~  4  f' (el) 
Die  bisherigen  Entwicklungen  in  diesern und  dern vorigen  Paragraphen 
haben  uns  zu  einer  Reihe  yon  Satzen  geft~hrt  ((7) in  w 6  und  (9), (ii), 
(12)  in  diesern Paragraphen),  deren  gemeinsarner  Charakter  sich  in  fol- 
gendem  Satze  ausspricht: 
Es  seien h  und  t~  irgend  zwei der  (2p +  i)(2~o +  2)  Grsssen 
￿9 l(e~)  Cg(e~)  r  (e~)  ~'l(ei)  ~2(er  ~'p(ei) 
/"; ~'  ~e,)  '  "'"  ~;  f'(e,)  '  f-'~7-~d  '  ""'  r'(e,)'  <'=~  ..... ~+') 
dana  ist  das  Produkt  f'(e~)tit~  jedesmal  gleieh  der  Derivierten  einer  ge- 
wissen  Funktion  W  der  Verzweigungspunkte  naeh  el: 
t'(e,)t,t'=  aw 
"t 
9ei 
Die  folgenden  Betraehtungen  werden  nun  dazu  ft~hren, ft~r alle diese 
Grsssen  t~  (i =  o, x,..., 2p-I- x)  ein  System  partieller  Differentialgleieh- 
ungen  aufzustellen,  aus  dem  sich  dieser  Satz  in  einfacher  Weise  ergibt. 
Wir  differentiieren die  GMchung  (9 b)  des vorigen Paragraphen naeh 
einem  yon  e~  verschiedenen  Verzweigungspunkt  e, und erhalten mit RQck- 
sieht  auf  die  Formeln  (Ii)  und  (I2)  in  w 3: 
---  ~T~  I  ~e. 48 
oder  offenbar 
Paul  Epsteh~. 
Hier  ersetzen  wir  in  der  Summe  rechts  au___~ durch  #a(e,)T,.  Dann erhMt 
aek 
Tk  den  Faktor 
I  I 
und  dies  ist,  wie  man  aus  (i6b)  im  vorigen  Paragraphen  ersieht,  gleich 
['(e,)7/~,  folglich  haben  wir 
(x3)  VT~  T~  ~,,,=o,~ ..... ,p+l) 
Dieses  System  partieller  Differentialgleichungen  hat  nun  nicht  nut  die  ]nte- 
grale  T~  (i----o,  I,...,  2p +  i),  sondern  auch  alle  andern  oben  aufgefiihrten 
Gr6ssen  t~  zu  Losungen.  Dies  folgt far  die Grsssen  ~  (#-----t,  2,..., p) 
aus  ihrer  Eigensehaft,  (bis  auf  constante  Faktoren)Periodicitl~tsmoduln 
~;(~) 
der  Integrale  T~  zu  sein,  for  die  Grossen  ~  ergibt  kS  sich  beispiels- 
weise  mit  Leichtigkeit  aus  Gleichung  (io),  wenn  man  sie  nach  e~  diffe- 
rentiiert  und  (9)  berticksichtigt.  Ausserdem  werden  die  Gleichungen  er- 
ffillt dutch  jedes  System  yon  Derivierten  der  Integrale  To(X),... , T2p+a(x) 
nach  z  zu  beliebig hoher  Ordnung. 
Es  seien jetzt 
t o  ,  t l,  ...,  t,p+l 
und 
t;,  ..., 
zwei  Systeme  yon  Lssungen,  so  dass 
(i 3 a)  ae---; =  "2(e, -- e~)  I- f'(et)~,,tki 
(x3b)  at_j.~ =  t~-  [-- f'(e,)~,,t',. 
ae,  2 (e~ --  e,) 
Zu  beiden  Gleiehungen nehme  ieh  die  aus ihnen durch Vertausehung yon 
i  und  k  folgenden,  wodurch  72~  ungeandert  bleibt: Zur  Lehre  you  den  hyperelliptischeu  Integralen.  49 
(~ 3 c)  ~t~ _  t~ 
~e~  ~(e~ -- ek) +  f'( e~)~i~t~' 
(x 3 d)  at~  t~, 
und  ellminiere  ~]~  sowohl  aus  (I3a)  und  ('3d),  wie  aus  (,3b)  und (,3c). 
Dann  kommt: 
at,  --  f'(ek)tk~=  f'(e~)t~ 
~t~.  ~t~ 
f'(e~)t~ ~-~--  fl(e~)t;~-je  = 
I 
2(e,-  ek) [f'(e~)t~t~  -}- f'(ek)tkt;~], 
[f'(e,)t,t~  q-  f'(ek)tkt;~]. 
Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 
f'(e~) a(f't;)  f'(e~) a(tkt'k)  f-'(e')-t.t"  -t-  f'(ek)  t  t' 
Oek  ~ei  ~  ek--ei  *  ~  ei--  ek  k  k" 
Nun  ist  aber: 
f'(e~i  __ Vf'(eD  f'(ek)  af'(ek) 
ek --  ei  9ek  ei ~  ek  ~t 
also  folgt 
~-eek[  f (e~) t~t~] ----- ~e~[  f (e~)t~tk] 
und  diese  Gleichung  ffthrt  uns  nun  zu  dem  Satz: 
Sind  to,  t~ ,  ...,  t2p§  to, t~ ,  ...,  t~p+~ zwei  Z6sungssysteme  der  par- 
tiellen  Differentialgleichungen  (i3) ,  so  existiert  eine  _Funktion  W  der  Ver- 
zweigungspunkte  yon  tier  Eigenschafl,  dass 
04)  f'(e,)tf  vW  ~e  i  "  ('/=0, ...,2~+1) 
:Nun  ksnnen  aber  die beiden L~sungssysteme auch identisch sein und daher 
besteht  der  Satz: 
Jedem  JLdsungssystem  t o , t 1 ,  ...,  t2p+~  ist  eine  Funktion  V  der  Ver- 
zweigungspunkte  derart  zugeordnet,  dass 
(i 5)  f'(e,) t:  --  (,~  ..... 
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Die  Funktionen 
zweiten  Grades,  die 
mit  2f'(e~)  t+  multiplicieren. 
Paul  El~stoin. 
V  genfigen  einer  partiellen  Differentialgleiehung 
wir  aus  (13 a)  erhalten,  wenn  wir  diese  Gleichung 
Dann  kommt 
f'(~,)  e, --  e, t'  --  2f'(e,)f'(e,)Tq~,t,  tk. 
~'V  also  folgt 
OeiOek 
t  2  Die  linke  Seite  ist  hier  offenbar  gleich  ~e,[f(e,)t,]  ..~~ 
durch  Quadrieren 
( 
~V  '~'  ,  ,  ~ ~V aV 
~/  ---- 4f (e,)f (ek)7/a~ ae, 
oder  nach  Formel  (19)  im  vorigen  Paragraphen 
(~6)  (  ~'v~'  ~'Io~(A~V~V 
\~/  -~-4  ~e~ae,  ae~  de,  ~  O.  (~,/c=.o,1  ..... 2p+1) 
Die  Gleiehungen  (~5)  und  (~6)  ersetzen  das  Gleiehungssystem  (~3)- 
Den  L0sungssystemen  r  und  f'(eo~(ei) der Gleiehungen (x 3) sind als 
Funktionen  V  die  Grsssen  a~z  resp.  cz~  zugeordnet,  also  sind 
all  }  a$2 ~ .  ￿9 .  ~ app 
und 
ell  ~ C22  ~  .  ￿9  ￿9 ~  Cpp 
Losungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (I6). 
Wir  wollen  jetzt  die  Funktion  V  aufsuchen,  die  gemass  (15)  den 
Integralen  T~  zugeordnet  ist,  fragen  abet  zuvor  etwas  allgemeiner  nach 
der  Funktion  W,  die  sieh  gemass  (I4)  ergibt,  wenn  wir 
t, =  T,(x),  t~ =  r,(~) 
annehmen,  wo  ~: ein  zweiter varlabler Punkt int.  Es ist dann  W Funktion 
yon  ~  und  r  und  wenn  wir  setzen 
W--  2p (t, ~), 
so  ist 
07)  r(e,)T,(~)r,(e)  =  ~P("  ~) Zur  Lehre  yon  den  hyi~erelliptischen  Integralen.  51 
Wir  wollen  bier  ftlr  T~(x) die  Darstellung  (9b),  for  T~($) die  Darstel- 
lung  (9 a)  im  vorigen  Paragraphen  einsetzen  und  erhalten  dann 
['(~,) T,(,)r,(~)= 
Nun  ist  aber  nachw 4  Gleiehungen  (5)  und  (6): 
ioi~a  ~A,($) 
~e,  '  r  ~---7-" 
ferner  ist 
~,(*) 
~.(e.)f.(~)  =  ~o, 
also  folgt 
2.  x~(~)~(x), 
rri ~e~ 
und  wir  sehen,  dass 
(i8)  p(..  ~) =  r(x.  $)--3 
Das  ist  aber  offenbar  das  transcendent  normierte  lntegral  dritter  Gattung. 
Es  hat  als  Funktion  yon  z  dieselben  Unstetigkeiten,  wie r(x, ~),  ist  an 
den  Querschnitten  erster  Art  stetig  und  besitzt  am  Querschnitt  b,  den 
Periodieitgtsmodul  2u~($).  Ferner  ist 
p(~, ~)  =  pff, ~), 
wie  sich  unschwer  mit  H01fe  yon  (Io)  in  w 4  ergibt. 
Jetzt  lassen  wit  die  variablen  Punkte  mund  $  zusammenr0eken, 
setzen 
V=  2~(x) 
und  haben 
(i9)  ['(e~)r,(x)  ~  ~(~) 
Die  Funkfion  B(x)  selber  l~sst  sich nicht durch Funktionen und Integrale 52  Paul Epstein. 
der  Klasse  darstellen,  wohl  aber  ihre  Derivierte  nach  z.  Man  erhiilt 
diese,  wenn  man  in  die  Gleichung 
,  dT~  ag(z) 
f (e,)~, d,  = 
ftir  T i  die  Darstellung  (9a),  fftr  dTi  d~  ----r~ die  Darstellung  (8 b)  in  w 6 
einsetzt.  Es  ergibt  sich  dann  auf  ~hnliche  Weise,  wie  oben 
(~o,,)  'La=d=  2' f(~)f(,)  ~2 ~  r  a~(~). 
Die  Funktion  ~(x)  kann  Unstetigkeiten  nur  in den Verzweigungspunkten 
und  im  Unendlichen  besitzen. 
I 
In  den  Verzweigungspunkten  verhMt  sich  ~(x)  wie ~21ogf(x),  wit 
kSnnen  jedoch  auch,  die  oben  gegebene  Entwicklung  der  Integrale  ~  in 
den  Verzweigungspunkten  benutzend,  die  ersten  Glieder  der  Entwicklung 
yon  ~  in  irgend  einem  Verzweigungspunkt  ermitteln. 
da 
Wit  entwickeln  zunAchst  dzz  nach  (2oa)  in  der  Umgebung  des  Ver- 
zweigungspunkts  ek,  indem  wir  nach  (I I)  im  vorigen  Paragraphen  die 
Anfangsglieder  der  Entwicklung  der  Integrale  A~(x)  einft~hren.  Dann 
haben  wit 
d~  I  lim  i  in  ek:  2d~----  ~--el,  ,=,~  z--e 
4 ~  ~(.~)  [~(~,) + p~r162  +.  :] 
~/?-~ 4~- ~ 
I  I f'(ek)  Old(Ok)  I 
oder  nach  (15)  im  vorigen  Paragraphen 
4 
... 
in  e,:  2 ~  z -- e,  4  ~/f-~k) ~/Z -- ek  ae, 
Daraus  folgt  durch  Integration 
2 ~? ~  -- log (z --  ek) +  2ck --  o ~  yz -- ek  4  ae, Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen Integralen.  53 
und  hierin  ist  noch  die  nach  z  constante  Grssse  ck  zu  bestimmen.  Wir 
differentiieren zu  dem  Ende  die  letzte  Gleichung nach  e~  und  erhalten 
a'q  f' (e~) T~  in  e~:  2  ae-~. = 
~--8  a (~,(%  a'log(,x ~/r--)  (~_~)_  .... 
kndererseits  haben  wir  nach  (I8)  im  vorigen  Paragraphen 
ill  ek~ 
also  folgt 
f'(e,)T~  =  4  f'(ei)  8 q?~) vk,(e,)~q;-~-~--..., 
2 ~  ~k,(e~)'  aa~. 
ae~=4  f'(~0  ~-  ae~ 
und  da  diese Gleichung filr jedes i  besteht,  so  ist 
I 
C  k  ~--- -~ ftk'k,. 
Die  weitere  durch  Vergleichung der  beiden Entwicklungen folgende Re- 
lation 
wird  durch  (I 7)  im  vorigen  Paragraphen  bestatigt. 
Wit  haben  also  hiermit f(lr  ~2  in  der  Umgebung  des Verzweigungs- 
punkts  ek  die  Entwicklung 
~=---~log(z--ek)--l-?ak.z--4  /y~-~k),z  ek--:  aek 
•ber  das  Verhalten  von  t]  im  Unendlichen  unterrichten  wir  uns 
dutch  eine  Umformung der  in  dzz  auftretenden Summe  ~r~ ~  -s  ~/~(x). 
Wir  werden  nt~mlich  finden,  dass  diese  trotz  der  im  Unendlichen vor- 
handenen  Unstetigkeiten  der  Funktionen  A~(x)  dort  zur  ersten  Ordnung 
null wird. 54  Paul  Epstein. 
Es  ist  nach  der  Partialbruehzerlegung  yon  LAORA~OE: 
folglieh 
=  s  f~  =  ~.  f'(e-~:Ye,)' 
_  A~(z)  =  s  .  "  ~  ~  "a~tx)  " 
Hier  steht  aber  in  der  Klammer  grade  die  in  der  Darstellung  (9 a)  im 
vorigen  Paragraphen  auftretende  Summe,  also  ist 
(X)  =  --  z'--'e;  '(e~)(;--ei)  -~-  Ti(x  " 
Nun  ist 
￿9  f'(ei)(  --  ei)'  ---~  -- "~z  f'( ei)Cz --  ei)  =  --  "~  =  f-~' 
also  kommt 
E  r(=)r(,) ,Z 
und  aus  (2e a)  wird 
dz  2  f(z)  .= 
Es  ist  demnach  im  Unendlichen,  wenn  wir  die  Entwicklung  yon 
w :  benutzen: 
s  in 
Z  ~  e i 
___  d~  P  +  '  +  ~  T,(x)  +  z  ~,(e,)r,(x)  +... 
dz  z  -- 
x  T.  +  ,~(e,)r,(~)  +  ; ,z~.~(~,)  ,(~)] +  x,. 
Hier  treten  rechts  Summen  auf  yon  der  Gestalt  ~.~,,(e~)Ti(x). 
$ 
Es sei nun ~b(x) irgend eine ganze Funktion  yon z vom Grade ~pq-  I, 
so  gilt  der  Satz: 1 
1 Dieser  Satz  folgt  sofort  aus  (9 a)  in  w 6,  wenn  wit  bedenken,  dass  flit  jede  der- 
artige  Fuuktion Z  ~(e~)q~(e~)  -~ o  ist.  Diese Identitgt ergibt beilltufig ftir die  Periodiei- 
f'(e~) 
tlitsmoduln  a~  gemiiss  (7)  im  vorigeu  Paragraphen  die  Differentialgleichungen: Zur  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  55 
= 
$ 
r 
Wenden  wit  diese  Gleichung  auf  die  obigen  Summen  an,  so erhalten  wir 
in co,  ." 
C~D~  d~.  z  s  s 
Hier  wird  aber  jedes  Glied 
+  -I -{- Z2,  also  ist 
in  co,..  dg~  =  p  +  I 
co 2  dz  z 
in  der  Klammer  im  Unendlichen  gleich 
p+a+Z~  _---  x  ~--  --;+$2 
und  daher 
in  c%..  ~2 =  -- log z +  fct.  cont. 
CO s 
~)-ber  da8 Verhalten  von  B(x) an den Querschnitten  gibt uns die Gleichung 
(I9)  Aufschluss.  Es  folgt  aus ihr,  dass  an  irgend  einem  Querschnitt 
+  +  --  + 
s  =  e(e,)(r, +  r,)(T,-- 
ist,  also  ist,  infolge  des  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Verhaltens  yon  T~  an  den  Querschnitten: 
an  at: 
all  b~: 
a  +  a  +  - 
sodass  wir  erhalten 
an a~: 
an  ~: 
wo  die  c~  und 
+  +  -- 
d~  yon  den  Verzweigungspunkten  unabh~ngige,  also  nu- 
merische  Constanten  sind,  und  zwar  ganze  Vielfache  yon  4~. 56  Paul  Epstein. 
Ausserdem  hat  ~  constante  Stetigkeitsunterbrechungen  an  Schnitten, 
die  yon  einem  beliebigen  Punkte  nach  den  logarithmischen Unstetigkeits- 
punkten,  also  den  Verzweigungspunkten  und  den  unendlich  fernen  Ge- 
bieten  verlaufen. 
Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  hier  abgeleiteten  Eigenschaften 
der  Funktion  ~2,  besonders  ihres  Verhaltens  an  den  Querschnitten,  weist 
auf  eine  enge  Beziehung  zwischen  ihr  und  der  hyperelliptischen  Theta- 
funktion  hin  und  in  der  That  leistet  sie  ft~r diese,  was  die  Klein'sche 
Funktion  Q~  ffir  die  Sigmafunktionen  leistet, ~ indem  sie  die  explicite 
Darstellung  der  Thetafunktion  ermsglicht.  Ein  n'~heres  Eingehen  auf 
diesen  Zusammenhang  liegt  ausserhalb  des  Rahmens  dieser  Arbeit,  wir 
wollen  daher  nur  kurz  im  einfachsten  Fall  den  Thatbestand  angeben. 
Die  durch  die  Reihe 
P 
+~  -t'r162 
worin 
P  P 
~=1v=1 
definierte  Funktion,  wird,  wenn  nicht  die  Reihensumme  identisch  ver- 
schwindet,  als  Funktion  yon  z  zur  ersten  Ordnung  null  in  p  vereinigt 
oder  getrennt  liegenden  Punkten 
und  wenn  die  mit  den  2p  ganzen  Zahlen 
gl  ,  g2  '  "  "  gp,  hl  ,  h~ ,  .  .  " ,  hp 
gebildeten  Simultanperioden  symbolisch  durch 
(gh)z  ~  g~jri  "k"  h~al~,  +  h2a2g  +  ...  "~  hparj,,  (,,,=1,~  .....  p) 
bezeichnet  werden,  so  besteht  zwischen  den  Nullpunkten  und  den  Para- 
metern  ~1, ".,  72p  die  Beziehung 
--  (GB),,.  ..... 
vgl.  KLF~,  Math.  Ann.  Bd.  32. Zar  Lehre  yon  den  hyperelliptischen  Integralen.  57 
t  t  Hierin  sind  die  g'~, g",  ...,  gp, ht,  h~,  ...,  h~  ganze  Zahlen, die  yon dem 
Verhalten  yon  log#  an  den  Querschnitten,  die  G,,  ...,  Gv,  1tl,  ...  , tip 
solehe,  die  von  dem  Verhalten  von 
hangen,  und  zwar  derart,  dass 
logf(z)  an  den  Querschnitten  ab- 
+ 
an  %:  logf(Z)~  4IIj:i,  an  b,,: 
f(~) 
4- 
log f(z)_ ----- ~  4G~;ri 
f(~) 
ist.  Bei  dem  yon  uns  gew~hlten  Quersehnittsystem  ist 1 
G,  =  =  2  ,  .  .  .  ,  a,,=  p, 
II,=  I,  It2-=  I  ,  ...,  II,=  I. 
Es  mSgen  nun die Nullpunkte  z i ,  . ..,  s  r  si~mtlich in Verzweigungspunkte 
e d)~  e (~),  ￿9 ,.~  e (p) 
fallen.  Dann  gestaltet  sieh  der  pro  Parameter  fo]gendermassen: 
Man  bilde  die  Funktion 
A  =  -  e(')  z  -  .....  .  -  o(p) 
und  bestimme  2p  ganze  Zahlen  91,  ￿9 "', gp,  hl,  "",  hp  derart,  dass 
+  4- 
an  a~:  logA(Z)---  -- h~zi,  an  b~:  logA(z)-=--9.r:,i 
--  r  --  , 
A(z)  A(z) 
ist,  dann  ist  der  /2  ~ Parameter 
?]1  t  ~  ---_  I  (G  Jr_ ,q  H  21-  h)ff  +  ((j'h')t ~ 
2 
'  Zum  ersten  Male  treten  diese  Zahleu  wohl  in  der  Abhaudluug  yon  Herrn PRY~I, 
Zur  Theorie  der  Funktionen  tier  ~weibliiltrigen  Fliiehe,  1866  (S.  35  Charakteristik  (x)) 
auf~  ohne  freilich  ausdrlieklich  genannt  und  bezeiehnet  zu  werden~  doeh  haben  sie  dort 
wegen  des  anderen  Querschuittsystems  entsprechend  andere  Werte. 
.dela mathemaliva.  20.  Imprim6 le 11 novembre 1895,  8 58  Paul  Epstein. 
und  die  in  den  p  Verzweigungspunkten  verschwindende  Thetafunktion  ist, 
abgesehen  yon  einem  nirgcnds  verschwindenden  Exponentialfaktor 
0 
H+  h 
G+g  Ii,,,,~ll =  Z  .  .  .  Z  ~Q(('+";  '~)) 
71~  I  711p 
z~_,(m,~+H,~_~,~h,,)f .G~+.%\ 
und  diese Thetafunktion  nun  wird mittels der Funktion  ~ dutch die Glciehun9 
0 
H+h 
G+g 
((,,:J)  =  c~  -e 
el(z) 
darqestellt,  worin  c  yon  z  unabh~ingig  ist. 
Strassburg  i.  E.,  September  i894. 